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Uvod

Tema ovog rada su elipticke krivulje i izogenije izmedu njih. Elipticke krivulje su
posebna vrsta algebarskih krivulja koje imaju svojstvo da se na njima moze defini-
rati binarna operacija koja daje strukturu Abelove grupe. Izogenije su racionalna
preslikavanja izmedu eliptickih krivulja koja preslikavaju neutralni element jedne u
neutralni element druge krivulje. Teorija eliptickih krivulja je bogata i razgranata, a
mi ¢emo u ovom radu spomenuti samo neke od rezultata.

Elipticke krivulje imaju Siroku primjenu. Jedna od najvaznijih primjena je u
kriptografiji jer omogucuju Sifriranje poruka s manjim klju¢evima u usporedbi s os-
talim metodama uz jednaku sigurnost. Mogu se koristiti i za dokazivanje prostosti te
faktorizaciju velikih brojeva. Vise o tome moze se naéi u [3].

Vrlo vazni objekti u teoriji eliptickih krivulja su i modularne krivulje. Modularne
krivulje kojima ¢emo se baviti su Xo(N) i X;(N). Ispostavlja se da su te krivulje
definirane nad Q te da parametriziraju klase eliptickih krivulja s nekim dodatnim
svojstvom. To je iznimno koristan rezultat koji nam omogucéuje da preko modularnih
krivulja dokazemo brojna svojstva eliptickih krivulja.

Centralni teorem u ovom radu je Mazurov teorem za krivulju Xo(N). Taj teorem
je 1978. u ¢lanku [I0] dokazao americki matematicar Barry Mazur, a njegove poslje-
dice su brojne. Jedna od najvaznijih je Mazurov teorem o torziji koji govori kakvu
strukturu moze imati grupa tocaka na eliptickoj krivulji nad Q. Zanimljivo da je
Kenku od 1979. do 1981. u seriji od ¢etiri ¢lanka [B] 6] [7, 8] dokazao jaci teorem od
Mazurovog.

U prvom poglavlju ovog rada definiramo elipticke krivulje, operaciju zbrajanja
tocaka i osnovna svojstva te operacije. Nakon toga definiramo i dajemo primjere
izogenija te navodimo neka njihova osnovna svojstva koja ¢emo koristiti kasnije u
radu.

U drugom poglavlju definiramo modularnu grupu, kongruencijske podgrupe i mo-
dularne krivulje Xo(N) i X;(V). Nakon toga navodimo neka njihova svojstva te
dokazujemo da tocke na modularnim krivuljama parametriziraju klase eliptickih kri-
vulja. Za kraj poglavlja dajemo primjere modularnih krivulja koji ilustriraju njihov
znacaj u teoriji eliptickih krivulja.



2 SADRZAJ

U trec¢em poglavlju, koje je posveéeno Mazurovom teoremu, obradujemo rezultate
potrebne za dokaz teorema.

Prva tema poglavlja su redukcije mod p. To je vrlo opSirna tema i mi ¢emo je samo
dotaknuti. Uz veé¢ poznate pojmove dobre i loSe redukcije, definirat ¢emo potencijalno
dobru i potencijalno multiplikativnu redukciju. Nakon toga ¢emo definirati Atkin-
Lehnerovu involuciju te dokazati rezultat koji ¢e nam trebati u dokazu teorema.

Onda prelazimo na Galoisove reprezentacije i karakter izogenije. Nakon sto de-
finiramo te pojmove, pokazat ¢emo u kakvoj su vezi te izreéi neka njihova svojstva.
Takoder ¢emo definirati Frobeniusov trag elipticke krivulje i iskazati rezultat koji ga
povezuje s karakterom izogenije. Na kraju poglavlja dokazujemo Mazurov teorem.

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 -
Znanstveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Lieje-
vih algebri.



Poglavlje 1
Elipticke krivulje i izogenije

U ovom poglavlju definirat ¢emo elipticke krivulje i navesti njihova osnovna svojstva.
Zatim ¢emo definirati izogenije eliptickih krivulja i iskazati rezultate koji ¢e nam biti
korisni za daljnja razmatranja.

1.1 Osnovno o eliptickim krivuljama

Definicija 1.1.1. Elipticka krivulja je glatka projektivna algebarska krivulja genusa
1 na kojoj postoji posebna tocka O.

Svaka elipticka krivulja nad poljem K se moze zadati dugom Weierstrassovom
jednadzbom

E:Y?Z4+aXYZ4+a3YZ? = X> 4+ a;X*Z + ay X Z* + ag Z° (1.1)

gdje su ay, as,as3,a4,a6 € K, A(E) # 0, a ako je K karakteristike razlicite od 2 1 3 i
kratkom Weierstrassovom jednadzbom

E:Y?Z=X*+aXZ*+bZ° (1.2)

gdje su a,b € K i A(E) = —16(4a® + 27b%) # 0.

Vrijednost A(E) je diskriminanta krivulje £. Primijetimo da je za krivulju F
zadanu kratkom Weierstrassovom jednadzbom A(E) # 0 ako i samo ako polinom
f(z) = 2® + ax + b nema viSestrukih nultocaka. Formula za diskriminantu krivulje
zadane dugom Weierstrassovom jednadzbm je dosta duga i komplicirana i stoga nije
ovdje navedena. Moze se naé¢i npr. u [3, Poglavlje 1.2].

Odsada nadalje za elipticku krivulju zadanu dugom ili kratkom Weierstrassovom
jednadzbom smatrat ¢emo da je O = [0, 1, 0] (trivijalno se vidi da je ta tocka stvarno
na krivulji).
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Definicija 1.1.2. Neka je E elipticka krivulja nad K zadana jednadzZbom . Skup
svih K-racionalnih tocaka krivulje E je skup svih tocaka projektivne ravnine P?(K)
koje zadovoljavaju jednadzbu . Taj skup éemo oznacavati s E(K).

Primijetimo da je O K-racionalna tocka svake elipticke krivulje i uz to jedina
tocka u beskonacnosti koja se nalazi na krivulji. Naime, neka se neka takva tocka
[X,Y,0] nalazi na krivulji. Tada uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo X = 0 sto
znaci da je [X,Y,0] = [0,Y,0] = [0,1,0]. Ova diskusija opravdava naziv ”tocka u
beskonac¢nosti” za tocku O.

Jedno od najvaznijih svojstava eliptickih krivulja jest da se na njima moze, na
prirodan nacin, uvesti operacija uz koju one postaju Abelove grupe [3]. Tu operaciju
¢emo zvati zbrajanje i oznacavati s +, a definiramo je na sljedeci nacin:

Neka su P = (z1,y1) 1 Q = (z2,y2) tocke na krivulji £ zadanoj kratkom Weier-
strassovom jednadzbom (1.2)). Tada je P + Q = (z3,y3), gdje je

x5 = A — 11 — 19,
Y3 = —y1 + A(r1 — x3),
\ = {% ako je xg # w7,

3x%+a
2y1

ako je xo = 1.

Definicija se lako prosiruje na tocke u projektivnom prostoru.

Ovdje se moze pojaviti problem ako je y; = 0 u slucaju zo = x;. Medutim,
prelaskom na projektivni prostor dobivamo da je u tom slucaju P+ Q = O.

Za ovako definiranu operaciju zbrajanja nije odmah jasno da je zatvorena, odnosno
da tocka P + @) stvarno lezi na krivulji £. Dokaz zatvorenosti je racunski i moze se
nadi u [13, Poglavlje I11.2].

Kao sto smo vec rekli, uz ovakvo zbrajanje tocke na eliptickoj krivulji ¢ine Abelovu
grupu s neutralnim elementom O. Inverzni element tocke P = (z,y) je —P = (x, —y),
komutativnost se lako provjerava, a za asocijativnost treba malo vise posla. Dokaz
asocijativnosti se takoder moze naéi u [13 Poglavlje I11.2].

Ovako definirano zbrajanje ima i geometrijsku interpretaciju kad je krivulja E
definirana nad R. Naime, neka su P i @ razlicite tocke na E(R). Pravac kroz P i @
sijece krivulju F(R) u tocno 3 tocke, pri cemu jedna od njih moze biti i O. Ako trecu
tocku presjeka oznacimo s P * ), tada se moze pokazati da je P+ @Q = —(P x Q).
Slicno tome, tocku 2P = P + P mozemo dobiti kao inverz tocke koju dobijemo kao
presjek E(R) i tangente na krivulju u P.

Na sljedeé¢im slikama je prikazano upravo opisano zbrajanje tocaka na E(R) (slike
preuzete iz [3]).
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Slika 1.1: Zbrajanje razlicitih tocaka Slika 1.2: Zbrajanje tocke same sa sobom

Osim prethodno spomenute diskriminante, jos jedna vazna veli¢ina elipticke kri-
vulje je i njezina j-invarijanta. Za krivulju F zadanu kratkom Weierstrassovom jed-
nadzbom pripadna j-invarijanta dana je formulom

4a3

(E) = 1728— &
I(B) =1T28 ) s

Kao ni za diskriminantu, ni za j-invarijantu ne¢emo navesti formulu kad je krivulja
zadana dugom Weierstrassovom jednadzbom.

j-invarijanta ima brojna korisna svojstva, npr. moze se pokazati da su dvije
elipticke krivulje izomorfne nad K ako i samo ako imaju istu j-invarijantu. To svoj-
stvo i druge ¢injenice vezane uz j-invarijantu ¢emo kasnije detaljnije prouciti.

Za kraj ovog odjeljka definirat ¢emo torzijsku podgrupu elipticke krivulje. Ne¢emo
jos iskazati njezina svojstva, ve¢ ¢emo to napraviti u iduc¢em odjeljku nakon Sto
dokazemo tvrdnje potrebne za dokaz tih svojstava.

Definicija 1.1.3. Neka je E elipticka krivulja i m € N. m-torziyska podgrupa E,
koju oznacavamo E[m], je skup tocaka E reda m, tj.

Elm]={P € E:mP = O}.

Torzigska podgrupa E, koju oznacavamo FEi,.s, je skup tocaka E konacnog reda, tj.

(e o]

Eiors = | ) Elm].

m=1
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Ako je E definirana nad K, tada E(K)ys 0znacava skup tocaka konacnog reda u

BE(K).

U slucaju kad je K polje algebarskih brojeva, Mordell-Weilov teorem kaze da je
grupa E(K) kona¢no generirana. Kako je svaka konacno generirana Abelova grupa

izomorfna produktu oblika Z" X Z/kiZ X ... X Z/knZ gdje ki | ... | km, dobivamo
E(K) = E(K)ips X Z" za neki v > 0. Taj r zovemo rang E(K) i oznacavamo
rank(E(K)).

Kad je K = Q, vrijedi i jaci rezultat. Mazur je 1978. godine dokazao da postoji
toéno 15 moguéih torzijskih grupa za elipticke krivulje nad Q [3]. To su grupe

ZJkZ - k =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12
{ Z/27 x ZJKZ : k = 2,4,6,8.

1.2 Izogenije

Definicija 1.2.1. Neka su E; © Ey elipticke krivulje. Izogenija iz By u Ey je morfizam
¢ By — Ey za koji vrijedi 9(O) = O. Krivulje Ey i Ey definirane nad K su izogene
ako postoji K algebarsko zatvorenje K i ne-nul izogenija definirana nad K iz Ey u
Ey. Takoder, oznacimo sa Hom(Ey, Es) skup svih izogenija iz Ey u Fy i neka je

End(F) = Hom(E, E).

Primijetimo da smo u definiciji rabili pojam morfizma koji nismo ovdje definirali.
Precizna definicija dana je u [13 poglavlje 1.3]. Intuitivno, morfizam je racionalno
preslikavanje izmedu algebarskih krivulja koje ne mora nuzno biti definirano u svakoj
tocki krivulje, ali se u tockama u kojima nije definirano moze prosiriti mnozenjem s
multiplikatorom.

Pogledajmo sad neke primjere izogenija.

Primjer 1.2.2. Neka je K = Q i E krivulja dana jednadzbom y* = x3 — x. Defi-
nirajmo ¢ : E — E, ¢(z,y) = (—xz,iy) pri cemu je i*> = —1. Tada je ¢ izogenija
definirana nad Q[i] iz E u E.

Primjer 1.2.3. Neka je E elipticka krivulja nad K dana jednadzbom y? = x>+ ax+b.
Za m € Z Definirajmo [m| : E — E, [m](P) = mP.

Iz definicije trivijalno slijedi da je [m](O) = O za sve m € Z te da je [0] nul-
1zogenija. Iz formula za zbrajanje tocaka na krivuly induktivno mozZemo zakljuciti
da je za m > 0 [m] racionalno preslikavanje definirano nad K. Takoder, za m <
0 preslikavanje [m] je kompozicija [—m)| i preslikavanja (z,y) — (x,—y) te stoga
racionalno kao kompozicija dva racionalna preslikavanja.

Dakle, za svaki m € Z preslikavangje [m] je izogenija definirana nad K iz E u E.
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Primjer 1.2.4. Neka sua,b € Q takvi da vrijedib # 0 i1 = a®>—4b # 0. Promotrimo
elipticke krivulje zadane jednadzZbama

Ei:y? =23 + az® + bz,
Ey:Y?=X3—2aX?>+rX
i definirajmo preslikavanja izmedu tih krivulja
2 2
' y* ylb—a7)
¢: By — B, (z,y) — <E’T) )
Y2 Y(r— X2))

b: By — By, (X,Y) =

¢ 2 1, ( ) ) (4X2 ) X2
Moze se provjeriti da su ¢ i gg izogenije definirane nad Q te da vrijed QASO ¢ = [2]

na By i ¢o¢ = 1[2] na Ey [13]. Izogenije ¢ i ¢ su primjer dualnih izogenija, pojma

vrlo vaznog za teoriju eliptickih krivulja.

Napomenimo da je ”biti izogen” relacija ekvivalencije na skupu eliptickih krivulja
nad K. Dokaz te tvrdnje koristi prethodno spomenute dualne izogenije i moze se naci
u [I3, Teorem II1.6.1].

[zogenije mozemo zbrajati i komponirati po tockama. Definirajmo prvo zbrajanje
izogenija.

Definicija 1.2.5. Neka su Ey, Ey elipticke krivulje definirane nad K i ¢, ¢ : Ey — Ey
izogenije definirane nad K. Tada je izogenija ¢ + 1 : By — Es definirana na sljedeci
nacin:

(@ +9)(P) = o(P) +¢(P),VP € Ei.

Lako se vidi da je (¢ 4+ ¢)(O) = O. Iz ¢injenice da su ¢ i ¥ morfizmi te formula
za zbrajanje tocaka na krivulji zaklju¢ujemo da je ¢+ morfizam iz E; u F,. Dakle,
¢ + 1 je izogenija iz Fy u E, definirana nad K.

Definirajmo sad i kompoziciju izogenija.

Definicija 1.2.6. Neka su Ey, Ey elipticke krivulje definirane nad K i ¢ : Ey — Es,
YV @ By — Fs izogenije definirane nad K. Tada je izogenija oo : By — FEs3 definirana
na sljedeci nacin:

(Vo) (P) =(o(P)), VP € Ey.

Opet se lako vidi da je (¢ 0 ¢)(O) = O. Kako kompozicijom morfizama opet
dobivamo morfizam, zakljucujemo da je ¢ o ¢ morfizam iz E; u Ej. Dakle, ¢ 0 ¢ je
izogenija iz F; u E3 definirana nad K.
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Uz ovako definirane operacije Hom(E}, E») postaje Abelova grupa, a End(E) pr-
sten. Pri tome je za izogeniju ¢ njoj suprotna izogenija —¢ = [—1] o ¢.

Od svih svojstava jedino netrivijalno svojstvo grupa i prstena koje treba provjeriti
je lijeva distributivnost komponiranja prema zbrajanju. To svojstvo ¢emo uskoro
dokazati u ovom poglavlju.

Sad kad smo definirali kompoziciju izogenija mozemo definirati i pojam izomor-
fizma eliptickih krivulja.

Definicija 1.2.7. Neka su Fy i Fy elipticke krivulje nad K. Izogenija ¢ : By — Ey
definirana nad K je izomorfizam krivulja ako postoji izogenija ) : Ey — Ey definirana
nad K za koju vrijedi 9 o ¢ = [1)p, i ¢ o = [1]g,. Krivulje By i Ey su izomorfne
ako postoji bar jedan izomorfizam izmedu njih.

Iz definicije se odmah vidi da je ”biti izomorfan” relacija ekvivalencije na skupu
eliptickih krivulja nad K. Takoder, vrijedi i prije spomenuta tvrdnja da su elipticke
krivulje definirane nad K izomorfne nad K ako i samo ako imaju istu j-invarijantu.
Dokaz te tvrdnje je dan u [13, Propozicija I11.1.4].

Za krivulje zadane kratkom Weierstrassovom jednadzbom vrijedi i jaca tvrdnja:
jedini izomorfizmi izmedu takvih krivulja su oblika (x,y) — (u?z,u’y) za neki u €

K. Lako se vidi da takva preslikavanja ¢uvaju j-invarijantu.

Primjer 1.2.8. Krivulje y*> = 23 — 4x i y*> = 23 — 252 obje imaju j = 1728. Prva
od njih ima konacno mnogo racionalnih tocaka, dok ih druga ima beskonacno mnogo
(tocka (—4,6) je beskonacnog reda) [3].

Kad bi te krivulje bile izomorfne nad Q, taj bi izomorfizam, kao racionalno pres-
likavange, dao bijekciju izmedu racionalnih tocaka na njima sto nije moguce. Dakle,
ove krivulje nisu izomorfne nad Q, ali jesu nad Q(+/10). Izomorfizam nad Q(+/10)

je (z,y) — (u2x,u?y), u= Y10,

[zogenije imaju i brojna druga zanimljiva svojstva. Ovdje ¢emo nabrojiti samo
neka od njih.

Teorem 1.2.9. Svaka ne-nul izogenija je surjektivna.

Dokaz. Ovaj teorem slijedi iz slicnog teorema za opcenite morfizme algebarskih kri-
vulja. Dokaz tog teorema nije nimalo trivijalan i moze se nac¢i u [4]. ]

Teorem 1.2.10. Neka je ¢ : Ey — Es izogenija. Tada vrijedi ¢(P+Q) = ¢(P)+¢(Q)
za sve P,Q) € F.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [13, Teorem I1.2.3]. O
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Korolar 1.2.11 (lijeva distributivnost). Neka su ¢1,¢9 1 By — Ey i1 @ Ey — Ej
izogenije. Tada vrijedi 1 o (¢1 + ¢2) = 1 0 ¢1 + 1 0 ps.

Dokaz. Za sve tocke P na krivulji E; vrijedi
(Yo (d1+¢2))(P) = ¥((¢1 + ¢2)(P)) = ¥(d:1(P) + $2(P)) =

= P(¢1(P)) +¥(2(P)) = (Yo g1 + 10 d)(P)
Sto znaci da je 1 o (91 + ¢2) = ¥ o ¢1 + 1 0 ¢s. O

Korolar 1.2.12. Neka je ¢ : Ey — E5 ne-nul izogenija. Tada je ker ¢ = ¢~(O)
konacna grupa.

Dokaz. Kako je zbog Teorema [1.2.10| ¢ homomorfizam grupa, slijedi da je ker ¢ pod-
grupa F;. Takoder, to je i konacan skup zbog [13| Propozicija 11.2.6a]. O

Takoder, vrijedi i svojevrsni obrat ove tvrdnje.

Teorem 1.2.13. Neka je E krivulja definirana nad K © ® konacna podgrupa E. Tada
postoji krivulja E' nad K i izogenija ¢ : E — E' t.d. ker¢ = ®. Stovise, ako je ®
Gk -invarijantna, tada se E' 1 ¢ mogu definirati nad K.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz [13, Propozicija I111.4.12] i [I3, Opaska 111.4.13.2]. ]

Vratimo se sad na torzijske podgrupe. Kako je E|m| zapravo jezgra izogenije
[m], korolar nam kaze da je ta grupa konac¢na. Medutim, u slucaju kad je E
definirana nad poljem K karakteristike 0 (npr. K = Q) vrijedi i nesto jaca tvrdnja.
Ako sa #FE[m] oznac¢imo broj elemenata E[m], tada vrijedi

#E[m] = m?>.

Dokaz te tvrdnje moze se naci u [I3, Teorem I11.4.10c]. Pomoéu nje moze se dokazati
jos jaca tvrdnja za E[m].

Propozicija 1.2.14. Neka je E elipticka krivulja nad poljem K karakteristike 0.
Tada vrijedi
E[m| = Z/mZ x Z]mZ.

Dokaz. Kako je #E[m] = m?, grupa E[m] je izomorfna produktu oblika Z/kZ x
X ZJkyZ pri emu ky | ... | ky iki... .k, =m? Takoder, svi elementi E[m] su
reda m pa je k, < m.
Za svaki d djelitelj m isto tako vrijedi #FE[d] = d*>. Ako uzmemo d = ki, iz
prethodne faktorizacije dobivamo da u E[m] postoji toéno &k} elemenata reda k;. To
znaci da mora biti n = 2 1 ky = ky = m ¢ime je tvrdnja propozicije dokazana. O]
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Takoder, iz ¢injenica da je F[m| = ker[m] i [m] izogenija definirana nad K slijedi
da je E[m] G-invarijantna.
Za kraj ovog poglavlja definirat ¢emo pojam N-izogenije.

Definicija 1.2.15. Neka je E krivulja definirana nad K. KaZemo da E ima N-
izogeniju nad K ako postoje krivulja E' nad K i izogenija ¢ : E — E' nad K t.d. je
ker ¢ ciklicka G i -invarijantna grupa reda N .

Iz Teorema [1.2.13] slijedi da je za krivulju E postojanje N-izogenije nad K ek-
vivalentno s postojanjem ciklicke G g-invarijantne grupe reda N. Ovaj zakljucak ¢e
nam biti koristan u dokazu Mazurovog teorema.



Poglavlje 2

Modularne krivulje

U ovom poglavlju definirat ¢emo modularne krivulje Xo(N) i X;(N) te objasniti vezu
tocaka na modularnim krivuljama i eliptickih krivulja.

Definicija 2.0.1. Modularna grupa SLo(Z) je grupa 2 X 2 matrica s cjelobrojnim
koeficijentima @ determinantom 1, tj.

SLy(Z) = {{(é Z] ca,b,c,d € Z,ad — bc = 1}.
Definirajmo preslikavanje

az+0b
[CCL Z] (z) = ﬁ,z € CU{oo}.

Nije tesko provjeriti da je ovako definirano preslikavanje djelovanje grupe SLy(Z)
na C U {oo}.

Nadalje, neka je H = {z € C,Im(z) > 0} gornja poluravnina skupa C i H* =
H UPYQ) prosirena gornja poluravnina. Dokazimo da su skupovi H i H* zatvoreni
na djelovanje grupe SLy(7Z) na gore definiran naéin.

Dakle, neka je z € H*, imamo 2 slucaja:

e 2eH — z=ux+yi, xR, yeR" Vrijedi

az+b a(z+yi)+0b _ (a(x +yi) + b)(c(z — yi) + d)
cz+d clx+yi)+d (cx + d)? + (cy)? '

Slijedi da je imaginarni dio jednak

ay(cx + d) — cy(ax +b) _ y(ad — be) _ y 50
(cx + d)? + (cy)? (cx +d)?+ (cy)?  (cx+d)?+ (cy)?

11
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pa smo dobili [Z Z] (2) € H.

o 2 € PLQ)

Kako su a,b,c,d cijeli brojevi, lako se vidi da vrijedi {Z Z} (2) € PLQ).

Definicija 2.0.2. Neka je N € N i I'(N) podgrupa SLy(Z) definirana na sljedeci

nacin: v - HZ Z} € SLy(Z) : [i Z} = {(1) [1)} (mod N)}.

Kongruencijska podgrupa modularne grupe Sla(Z) je svaka podgrupa I' € SLy(7Z)
koja sadrzi T'(N) za neki N € N.

Ako je T" kongruencijska podgrupa SLy(Z), tada I' na gore opisan nacin djeluje
na H* i mozemo definirati kvocijentni prostor I'\ H* = { T'z : x € H* }. Moze se
pokazati da takav prostor ima prirodnu strukturu Riemannove plohe [2].

Sad ¢emo navesti dvije kongruencijske podgrupe koje ¢e nam biti potrebne za
definiciju modularnih krivulja Xo(N) i X (V).

[; :] (mod N)},

To(N) = {{‘C’ Z} € SLo(Z) : [‘C‘ Z}
B ﬂ (mod N)}.

I (N) = {[C Z} € SLy(Z) - [C Z}

Iz definicije odmah slijedi da su I'o(NV) i I'1 (V) stvarno kongruencijske podgrupe
modularne grupe SLy(Z).

S
S|

Teorem 2.0.3. Postoje (otvorene) krivulje Y1(N) i Yo(N) definirane nad Q t.d.
NIN)C) =N\ H ={T1(N)z:zeH },

Yo(N)(€) = To(N)\ H = { To(N)z -z € M }
Za njihova upotpunjenja X1(N) i Xo(N) vrijedi

Xy (N)(C) =Ty (N)\H = { To(N)a:z € 7' 1,
Xo(N)(C) 2 To(N)\ H* = { To(N)z : z € H* }.

Dokaz. Vidjeti [2, Poglavlje 2]. O



13

Skupove X1(N)\Y1(N) i Xo(N)\Yy(V) zovemo kaspovi krivulja X1 (N) i Xo(N).
Primijetimo da su kaspovi reprezentirani klasama I'; (V) \ P1(Q) i To(N) \ P1(Q).

Sljedeca propozicija ¢e nam dati odgovor na pitanje koliko kaspova imaju krivulje
Xo(N) i Xy(N). Za dokaz te propozicije trebat ¢emo ovu pomoénu lemu.

Lema 2.0.4. Neka je N prost broj i k € {1,...,N — 1}. Tada postoje jedinstveni
ac{l,...,.N—1},b€{0,...,N — 2} za koje vrijedi ka = bN + 1.

Dokaz. Kako su ki N relativno prosti, znamo da postoje a/,b' € Z t.d. ka’ = ' N +1.
Tada vrijedi i k(a’ + ¢N) = (V + ck)N + 1 za sve ¢ € Z.
Postoji jedinstveni ¢ za koji je ' +c¢N € {0,1,...,N — 1}. Primijetimo da ne
moze biti @’ + ¢N = 0 jer bi tada vrijedilo (V' + ck)N + 1 = 0 Sto nije moguce.
Definirajmo a = @’ + ¢N, b = 0 + ck. Iz prethodne diskusije znamo da je a €

{1,...,N — 1} te da vrijedi ak = bN + 1. Zato je b = L}\f € <%,&§7N4)> —
be {0,...N — 2} (lako se provjeri da je (k — 1)(N — 1) < N(N — 2)).

Dakle, ovako definirani a,b zadovoljavaju uvjete leme. Pretpostavimo sad da i
neki drugi ag, by zadovoljavaju uvjete leme. Tada vrijedi (a — ag)k = (b — bo)N iz
cega slijedi N | a — ag. Stoga je a = ag iz ¢ega izravno dobivamo i b = by.

Dakle, takvi a,b su jedinstveni. O

Propozicija 2.0.5. Neka je N prost broj. Tada krivulja Xo(N)(C) ima tocno 2, a
X1(N)(C) toéno N — 1 kaspova.

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju za Xo(/N)(C). Nije tesko vidjeti da vrijedi
To(N)oo = {9 ca,c€Z,M(a,N)=1,N | c},
c

To(N)0 = {g :b,d € Z, M(d,N) = 1}

iz ¢ega slijedi da je {T'g(N)oo, T'o(N)0} particija skupa P;(Q). To znaci da Xo(N)(C)
ima to¢no 2 kaspa: I'g(N)oo i I'o(N)0.

Sad ¢emo dokazati tvrdnju za X;(N)(C). Iz prethodne leme dobivamo da za svaki
ke{l,...,N —1} postoje jedinstveni x € {1,...,N =1} iy, € {0,..., N — 2} t.d.
kxy = yp N + 1. Odmah vidimo da vrijedi y,, = ys.

Iz definicije grupa Xo(V) i X;(N) sada lako dobivamo

FO(N):Fl(N){L]:[ z’j :k=1,...,N—1}
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pa (uz podatak o kaspovima X (V)(C)) zaklju¢ujemo da su kaspovi X;(N)(C) toéno

{rl(N)[]]f] gjoo:k ., N— 1} { m i”jO:k—l,...,N—l}—

k Yk
=4 (NV k=1,...,N—1 NMN)—:k=1...,.N—1,.
{ 1( )N } { 1( )xk ) ) }
Moze se provjeriti da vrijedi I'y(N)4 = I'y(N)2E Fl(N)y’“ =T (N) 2= te da
su to sve jednakosti klasa (detalji ostavljeni éitatelju) iz cega slijedi da X;(N)(C)

ima to¢no M + &=L — N — 1 kaspova. O

Pomocu sljedeéih teorema ¢emo objasniti vezu Q-racionalnih tocaka na modular-
nim krivuljama i eliptickih krivulja nad Q.

Teorem 2.0.6. Svaka tocka Q € Yo(N)(Q) parametrizira klasu [E,C], gdje je E
elipticka krivulja nad Q i C' ciklicka Gg-invarijantna podgrupa reda N. (Definiramo
da je (Ey,C1) ~ (Ey, Cy) ako postoji izomorfizam ¢ : Fy — Fy t.d. ¢(Cy) = Cy.)

Dokaz. Definirajmo grupe

H= { {8 Z} € GLy(Z/NZ) : b € Z/NZ,a,d € (Z/NZ)X} :

Hy =SLy(Z/NZ)N H.
Nije tesko pokazati da vrijedi

To(N) = {A € SLo(Z) : (A mod N) € Hy}.

Kako vrijedi —I € H, mozemo primijeniti [12, Teorem 21] i zakljuciti da @
parametrizira klasu [F, o]y, pri ¢emu je E elipticka krivulja definirana nad Q i « :
E[N]| — (Z/NZ)? izomorfizam.

Po [12], Definicija 1], (E1, a1) ~g (Ea, ag) ako postoje ¢ : Ey — E5 izomorfizam i
h € H t.d. oy = hoayo ¢ (nije tesko provjeriti da je to relacija ekvivalencije).

Dokazimo da je to ekvivalentno sa sljede¢om tvrdnjom: postoji ¢ : E; — Fs
izomorfizam t.d. ¥((P)) = (P), gdje je P, = a;*(1,0) za i =1,2.

Pretpostavimo prvo da vrijedi (E1, 1) ~g (E2, ). Tada postoje ¢ : By — Fy
izomorfizam i h € H t.d. ay =hoayop = ¢oa;' =a;'oh™.

Neka je h=! = [g Z] Tada vrijedi

oP) = ol (1.0) =z 5] (1.0) = e5'(0.0) = P
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= o((P1)) = (P)

jer je a € (Z/NZ)*. Zaklju¢ujemo da je ¢ trazeni izomorfizam.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji ¢ : By — Ej izomorfizam t.d. ¢((Py)) = (P2).
Iz toga slijedi ¥ (a;'(1,0)) = a;'(a,0) za neki a € (Z/NZ)*. Takoder, vrijedi i
Y(a;(0,1)) = oy ' (b, d) za neke b,d € Z/NZ.

Kako je ¢ izomorfizam, matrica h = [8 Z] je regularna pa zakljucujemo da
vrijedi

Yvoa' =ay;toh = ay=hloayoq

¢ime je i ovaj smjer dokazan.

Grupa (P;) je ciklicka reda N jer je P, = a; *(1,0) reda N u E[N]. Dokazimo da
je ta grupa Gg-invarijantna.

Iz [12, Teorem 21] dobivamo pp x(Gg) C H pa je djelovanje svakog elementa Gq
na (P;) reprezentirano djelovanjem neke matrice iz H na ((1,0)). Kako vrijedi

o v 10 =0 = a0 < o)

zakljucujemo da je (P;) Gg-invarijantna.

Dakle, dokazali smo da svaka tocka @ € Yy(N)(Q) parametrizira klasu [E, C],
gdje je E elipticka krivulja nad Q i C ciklicka Gg-invarijantna podgrupa reda N
¢ime je teorem dokazan.

O

Napomena 2.0.7. [12, Teorem 21] je dokazan samo u slucaju kad j(E) # 0,1728.
Teorem vrijedi i kada j(FE) =0 ili j(E) = 1728, ali je tada dokaz kompliciraniji.

Teorem 2.0.8. Svaka tocka Q) € Y1(N)(Q) parametrizira klasu [E, P], gdje je E
elipticka krivulja nad Q i P Q-racionalna tocka na E reda N. (Definiramo da je
(E1, Py) ~ (E2, Py) ako postoji izomorfizam ¢ : By — Es t.d. ¢(P) = P).

Dokaz. Dokaz ¢e biti vrlo slican dokazu teorema za Y(IV). Definirajmo grupe

H= { B Z] € GL,(Z/NZ) : b e ZNZ,d € (Z/NZ)X} ,

Ho =SLy(Z/NZ) N H.
Nije tesko pokazati da vrijedi

Ty(N) = {A € SLy(Z): (A mod N) € Hy}.
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Kako vrijedi —I ¢ H, mozemo primijeniti [12, Teorem 22| i zakljuciti da @
parametrizira klasu [F, o]y, pri ¢emu je E elipticka krivulja definirana nad Q i « :
E[N] — (Z/NZ)?* izomorfizam.

Sliéno kao u proslom dokazu, mozemo dokazati da je (Ey, a1) ~g (Eq, ) ako i
samo ako postoji ¢ : B} — Fy izomorfizam t.d. ¥(P)) = Py, gdje je P, = a;*(1,0)
za1=1,2.

Da bismo dokazali da je P, Q-racionalna, dovoljno je vidjeti da je PY = P, za
svaki 0 € Gg. Medutim, Iz [12, Teorem 22] dobivamo pg y(Gg) C H pa je djelovanje
svakog 0 € Gg na P, reprezentirano djelovanjem neke matrice iz H na (1,0). Kako
vrijedi

o o 0=

zakljucujemo da je Py = P, za svaki 0 € Gg pa smo dokazali racionalnost tocke P;.
Dakle, svaka tocka @) € Y;(IV)(Q) parametrizira klasu [E, P], gdje je E elipticka
krivulja nad Q i P Q-racionalna tocka na F reda N ¢ime je teorem dokazan.

]

Napomena 2.0.9. [12, Teorem 22] je takoder dokazan samo u slucaju kad j(E) #
0,1728. Teorem wvrijedi i kada j(E) = 0 ili j(E) = 1728, ali je tada dokaz komplici-
Taniyl.

Zanimljivo je da tvrdnje iz ova dva teorema vrijede i ako Q zamijenimo s opéenitim

poljem algebarskih brojeva K ili njegovim algebarskim zatvorenjem K. Dokazi takvih
poopcenih teorema za K mogu se naci u [12], a za K u [2].

Primjer 2.0.10. Neka je E elipticka krivulja nad K i P € E(K) tocka takva da
vrijedi P, 2P, 3P # 0. MoZe se dokazati da tada postoji zamjena koordinata kojom se
dobiva krivulja v Tateovoj normalnoj formi

Eup: Y2+ uXY +0Y = X° +0X?

gdje suu,v € K i koja tocku P Salje u tocku (0,0) € E,,(K) istog reda. Takoder,
(0,0) je tocka reda 5 ako i samo ako je u = v+ 1 te se u tom slucaju klase [E, P] i
[Ey+1.0s (0,0)] podudaraju.

Iz ovoga zakljucujemo da svaka Q-racionalna tocka na krivulji w = v + 1 para-
metrizira krivulju E,i1, na kojoj je tocka (0,0) reda 5. Dakle, modularna krivulja
X1(5) se moze zadati jednadzbom u = v + 1 pri ¢emu tocka (v + 1,v) parametrizira
klasu [Eyt1.0,(0,0)].

Odmah vidimo da je genus krivulje X, (5) jednak 0. Takoder, kako je j-invarijanta
krivulje Eyi1, dana formulom [12]

(vt + 1203 + 1402 — 120 + 1)3
—v5(v?2 +11v — 1) ’
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mozemo zakljuciti da su 4 kaspa krivulje X1(5) elementi skupa

11 &+
{(v—l—l,v) :v:oo,O,TE)\/g}.

Primjer 2.0.11. Sli¢no kao u slucaju N =5, u slucaju N = 11 moZe se pokazati da
je krivulja X1(11) dana jednadzbom y*> —y = x> —x pri éemu tocka (s,t) € X1(11)(K)
parametrizira klasu [Es4, (0,0)] gdje je krivulja Es; dana jednadzbom

B : Y24 (st+t—3)XY +5(s—1)(s—t)t’Y = X +s(s —1)(s — t) X°.

Genus krivulje X1(11) je jednak 1, a X;(11)(Q) sadrzi samo 5 tocaka. Preciznije,
vrijedi [12)]

X;(11) ={0,(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} = Z/5Z.
Te racionalne tocke ¢ine 5 od 10 kaspova krivulje X:1(11) Sto znaci da ne postoji
elipticka krivulja nad Q koja sadrzi racionalnu tocku reda 11.

Preostali kaspovi su definirani nad ciklotomskim poljem Q(wi1) @ dani su jed-
nadzbama [12]

—3t* + 52t — 742 + 1Tt + 10
11 '

5 — 184 4+ 3513 —16t2 — 2t +1=0,5 =

Iz prethodnih teorema i primjera vidimo da brojne tvrdnje vezane za elipticke
krivulje mozemo dokazati promatraju¢i samo jednu, modularnu krivulju. To nam
pokazuje i sljedeca primjena Mazurova teorema za krivulju X; (V).

Teorem 2.0.12 (Mazur). Neka je N prirodan broj takav da je genus X1(N) veéi od
0 (tj. N=114li N > 13). Tada X1(N)(Q) sadrzi samo kaspove.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [9]. O

Korolar 2.0.13. Neka je N =11 ili N > 13 prirodan broj. Tada ne postoji elipticka
krivulja nad Q koja sadrzi Q-racionalnu tocku reda N.

Dokaz. Kad bi postojao takav par (E, P), tada bi po teoremu krivulja X; (V) (Q)
sadrzavala tocku koja nije kasp. Medutim, to nije moguce po Mazurovom teoremu.
O






Poglavlje 3

Mazurov teorem za krivulju Xy(V)

Neka je N prirodan broj. Primjeri eliptickih krivulja nad Q za koje postoji ciklicka
N-izogenija nad QQ su poznati za sljedece vrijednosti N:

N N

g v g v N g v
<10 0 00 11 1 3 27 1 1
12 0 00 14 1 2 37 2 2
13 0 00 15 1 4 43 3 1
16 0 00 17 1 2 67 5 1
18 0 00 19 1 1 163 13 1
25 0 00 21 1 4

Tablica 3.1: Vrijednosti N za koje su poznate nekaspidalne tocke na Xo(N)(Q) (ta-
blica preuzeta iz [10])

U tablici g oznacava genus krivulje Xo(N), a v broj nekaspidalnih tocaka na
Xo(N)(Q).

Mazurov teorem kaze da, u slu¢aju kad je N prost, krivulja X, (V)(Q) sadrzi samo
kaspove osim u slucajevima iz ove tablice. Ekvivalentno, ne postoji elipticka krivulja
nad Q koja ima N-izogeniju nad Q za N prost osim u gornjim sluc¢ajevima.

Prije samog dokaza dokazat ¢emo neke pomocne rezultate.

3.1 Redukcija mod p

Redukcija mod p je vrlo vazan pojam u teoriji eliptickih krivulja. Ovdje podrazumi-
jevamo da je c¢itatelj upoznat s pojmovima dobre te lose multiplikativne i aditivne
redukcije mod p (definicije se mogu naéi npr. u [3]).

19
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Neka je K polje, R prsten cijelih u K i M maksimalni ideal u R. Tada za elipticke
krivulje nad K mozemo definirati redukciju mod M na slican naé¢in kao redukcije mod

p. U slucaju kada je K lokalno polje, ideal M je jedinstven pa mozemo govoriti o
redukciji nad K.

Definicija 3.1.1. Neka je E elipticka krivulja nad lokalnim poljem K. KazZemo da
E ima potencijalno dobru redukciju nad K ako postoji konacno prosirenje K'/K t.d.
E ima dobru redukciju nad K'. Analogno se definira potencijalno multiplikativna
redukcija.

U ovoj definiciji smo spomenuli redukciju nad K’. To ima smisla jer je K’ kao
konac¢no prosirenje lokalnog polja K takoder lokalno polje.

Htjeli bismo definirati potencijalno dobru i potencijalno multiplikativnu redukciju
mod p za elipticke krivulje nad Q. Medutim, Q nije lokalno polje pa to ne mozemo
napraviti odmah. Zato ¢emo sada definirati polje p-adskih brojeva koje ¢e nam to
omoguciti.

Definicija 3.1.2. Neka je p prost broj. Prsten cijelih p-adskih brojeva Z,, je skup
{(ar,a9,...) 1 a, € Z/P"Z,ap+1 = a, (mod p")}.

Operacije zbrajanja i mnoZenja se definiraju po tockama. Nije tesko provjeriti da
je Z, integralna domena pa moZemo definirati polje p-adskih brojeva Q, kao polje
razlomaka Z,.

Cijeli p-adski broj (ag,a1,...) € Z, je invertibilan ako i samo ako ag # 0 pa
zakljucujemo da je Z) = Zy \ pZ,.

Prsten 7Z, je karakteristike 0 te se prsten cijelih brojeva Z prirodno ulaze u 7Z,
t.d. k — (k,k,...). To znaci da se i Q prirodno ulaze u Q, na sljedeéi naéin:

b ()
N
k2 (1{32,]{52,...)

pa svaku elipticku krivulju nad Q mozemo shvatiti kao elipticku krivulju nad Q,.

Lako se provjeri da su svi ne-nul ideali u Z, oblika (p") (dokaz se moze naéi u
[11]). To znaci da je Z, domena glavnih ideala te da je jedinstveni maksimalni ideal
jednak (p) pa je Q, lokalno polje.

Dakle, preko polja p-adskih brojeva mozemo definirati pojmove potencijalno dobre
i potencijalno multiplikativne redukcije mod p za krivulje nad Q. Stovise, za krivulju
FE nad Q, tip redukcije mod p (dobra, multiplikativna, aditivna) se poklapa s tipom
redukcije nad Q,,.
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Propozicija 3.1.3. Neka je K lokalno polje i E elipticka krivulja nad K.

(a) Neka je K'/K konacéno prosirenje. Ako E ima dobru ili multiplikativnu reduk-
ciju nad K, tada ima istu redukciju nad K'.

(b) Postoji konacno progirenje K'/K t.d. E ima dobru ili multiplikativnu redukciju
nad K.

(c) E ima potencijalno dobru redukciju ako i samo ako je j(E) € R, gdje je R skup
cijelih brojeva u K.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [13 Propozicija VIL.5.4, Propozicija VIL.5.5]. O

Gornja propozicija nam kaze da svaka krivulja ima ili potencijalno dobru ili po-
tencijalno multiplikativnu redukciju te da koji od ta dva tipa redukcije ima ne ovisi
o prosirenju K.

Takoder, iz (c¢) dijela prethodne propozicije dobivamo da je za tocku [(E,Cy)] €
Xo(N)(Q) tip redukcije (potencijalno dobra ili potencijalno multiplikativna) isti za
svaku krivulju F iz klase (naime, sve te krivulje imaju istu j-invarijantu).

Odsada nadalje ¢emo, osim ako drugacije ne naznacimo, pod tipom redukcije
elipticke krivulje F nad poljem K smatrati potencijalno dobru i potencijalno multi-
plikativnu redukciju.

Bez dokaza navodimo sljede¢u vaznu propoziciju.

Propozicija 3.1.4. Neka su E i E' elipticke krivulje nad lokalnim poljem K i ¢ :
E — E' izogenija. Tada te krivulje imaju isti tip redukcije nad K.

Sad ¢emo definirati Atkin-Lehnerove involucije koje ¢e nam biti potrebne za dokaz
propozicije na kraju ovog odjeljka.

Definicija 3.1.5. Preslikavanje wy : Xo(N) — Xo(N), wn(To(N)7) = To(N) 5= se
zove Atkin-Lehnerova involucija.

Da bi ova definicija bila dobra, treba provjeriti da je ovo preslikavanje dobro
. . . —1 0 1 . a b
definirano. Prvo primijetimo da je N = N 0] 7. Ako je A = LN d} € I'y(N),

tada vrijedi
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To znac¢i da za svaku matricu A € I'o(N) postoji matrica B € I'o(IV) za koju

. .| 0 1 0 1|. . S
vrijedi [—N 0} A=BHB {—N 0] iz cega slijedi

wy (To(N)AT) = To(N) {_ON (ﬂ A7 = Ty(N) UV (ﬂ 7 = wy(To(N)7).

Ovaj racun pokazuje da je preslikavanje wy zaista dobro definirano. Lako se vidi
da je wy owy = idx, () pa je to stvarno involucija. Nadalje, iz definicije izravno
slijedi wy (T'o(NV)0) = T'o(N)oo i wy(To(N)oo) = I'o(N)0 sto znaci da wy preslikava
jedan kasp grupe I'o(N) u drugi.

Involuciju wy smo definirali preko djelovanja na poluravnini. Naravno da nas
zanima i kako djeluje na klasama [(F, Cly)]. Prisjetimo se da smo u prvom poglavlju
rekli da postoji krivulja E’ i izogenija ¢ : F — E’ t.d. je ker ¢ = Cy. Jedna takva
krivulja je E//Cy koja sadrzi podgrupu E[N]/Cl.

Primijetimo da je E[N]/Cy ciklicka (jer je E[N] = Z/NZ x Z/NZ) i Galois-
invarijantna (jer je F[N] Galois-invarijantna). Moze se pokazati da involucija klasu
[(E,Cy)] salje u klasu [(E/Cy, E[N]/Cn)].

Takoder, moze se pokazati i da je Atkin-Lehnerova involucija racionalno preslika-
vanje, Sto implicira da komutira s redukcijom mod p, tj. nije vazno u kojem poretku
radimo te operacije.

Da se involucija dobro ponasa s obzirom na redukcije vidimo i iz sljede¢e propo-
zicije.

Propozicija 3.1.6. Neka je v = [(E,Cn)] € Xo(N)(Q) i wy(x) = [(E',Cy)] €
Xo(N)(Q). Tada krivulje E i E' imagju isti tip redukcije mod p za svaki prosti broj p.

Dokaz. Postoji izogenija ¢ : E — E' t.d. ker ¢ = Cy. Kako su F i E’ izogene, prema
propoziciji imaju isti tip redukcije mod p (stavimo da je K =T,). O

Sad smo spremni za glavnu propoziciju ovog odjeljka.

Propozicija 3.1.7. Neka je N = 11 ili N > 17 prost broj. Tada svaka elipticka
krivulja nad Q koja posjeduje Q-racionalnu ciklicku podgrupu reda N ima potencijalno
dobru redukciju mod p za sve p & {2, N} proste brojeve.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je E elipticka krivulja nad Q i Cy Q-
racionalna ciklicka podgrupa reda N te neka F ima potencijalno multiplikativnu
redukciju za neki p ¢ {2, N} prost broj.

Neka je x = [(E,Cy)] € Xo(N)(Q). Tada se z redukcijom mod p reducira u
kasp. Kako Xo(N)(FF,) ima to¢no 2 kaspa, mozemo bez smanjenja opéenitosti uzeti
da se x reducira u ocop,. Naime, ako se x reducira u drugi kasp, umjesto x mozemo
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promatrati wy(z) = [(E', C'y)]. Tada prema propoziciji £’ takoder ima potencijalno
multiplikativnu redukciju u p, a kako involucija preslikava jedan kasp u drugi te
komutira s redukcijom, wy () se reducira u oo, .

Medutim, sad mozemo iskoristiti [I2, Poglavlje 7, Propozicija 0.1] koja kaze da
je za svaki prosti broj N takav da je genus krivulje Xo(V) veéi od 0 (tj. N = 11 ili
N > 17) Xo(N)(Q) NRes,(00) = {00}, pri ¢emu je

Res,(z) = {2’ € Xo(N)(Q,) : 2’ =z (mod p)}

p-adski disk ostataka mod p.

To znaci da je jedina tocka na Xo(/V)(Q) koja se reducira u oog, upravo co. Kako
je oo kasp, a x po definiciji nije, dobili smo kontradikciju s pretpostavkom da takva
krivulja E postoji. O]

Napomena 3.1.8. Nismo iskazali propoziciju iz [12] koju smo koristili jer se u iskazu
1 dokazu te propozicije javljaju poymouvi jakobijana i formalne imerzije koji nam vise
nece biti potrebni v dokazu Mazurovog teorema.

Napomena 3.1.9. Tvrdnja iz prethodne propozicije vrijedi v kad je p = N, medutim
tada je dokaz puno kompliciraniji jer redukcija mod N u tocki oo ne mora biti injek-
tivna.

3.2 Galoisove reprezentacije i karakter izogenije

U ovom odjeljku ¢emo se upoznati s nekim primjerima Galoisovih reprezentacija
eliptickih krivulja i njihovim svojstvima. Pri od tih primjera je karakter izogenije.
Da bismo ga mogli definirati, na pocetku ovog odjeljka napravit ¢emo kratku digresiju
i uvesti neke pojmove iz algebre.

Definicija 3.2.1. Neka je G grupa. Tada za g, h € G element g~ *h~tgh zovemo
komutator elemenata g i h te ga oznacavamo [g, h).

Podgrupu grupe G generiranu svim komutatorima u G zovemo komutatorska pod-
grupa grupe G i oznacavamo ju [G,G] ili G'.

Kvocijentnu grupu G /G’ zovemo abelijaniziranom grupom grupe G i oznacavamo

ju G ili Gy,
Ako su aG’ i bG' elementi G/G’, tada vrijedi aG'bG’ = abG' = ba(a ' ab)G’ =

baG' = bG'aG’ §to znaci da je abelijanizirana grupa stvarno Abelova.

Vratimo se sad na elipticke krivulje. Neka je kao i prije E krivulja definirana nad
K s ciklickom G g-invarijantnom podgrupom Cy reda N. Ubuduée ¢emo to krace
pisati ovako: par (E,Cy) je definiran nad K.
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Promotrimo preslikavanje r’' : Gx — Aut(Cy) = (Z/NZ)*, 0 — n pri ¢emu je n
takav da je 0(Q) = nQ za sve Q € Cy. Ovo preslikavanje je dobro definirano jer je
Cy Galois-invarijantna (pa za svaku tocku @) postoji n) i ciklicka (pa je taj n isti za
sve @ € Cy) te je o automorfizam pa je n € (Z/NZ)*.

Osim toga, iz definicije izravno slijedi r’'(co7) = 1'(T0o0) pa zakljuéujemo da vrijedi
r'(aoboatob™) =1 zasve ab € Gk, tj. r' trivijalno djeluje na komutatorima. To
znacCi da mozemo definirati kvocijentno preslikavanje na abelijaniziranoj Galoisovoj
grupi G%.

Definicija 3.2.2. Preslikavanje r : G2 — (Z/NZ)* definirano na gore opisan nacin
je karakter izogenije para (E,Cy).

Slicno kao karakter izogenije moze se definirati i mod N ciklotomski karakter, jos
jedan primjer Galoisove reprezentacije eliptickih krivulja.

2mi

Definicija 3.2.3. Neka je wy = e~ primitivne N-ti korijen iz jedinice i neka je
o € Gg. Kako je o(wn) opet N-ti korijen iz jedinice i o automorfizam, postoji
n € (Z/NZ)* takav da je o(wy) = wh.

Preslikavanje xy @ Go — (Z/NZ)*, 0 — n na gore opisan nacin je mod N
ciklotomski karakter. Za opcenito polje Q C K ciklotomski karakter se definira kao
restrikcija xn na Gg.

Lako se vidi da je X?(,(N) = 1, gdje je ¢ Eulerova funkcija. Naime, za svaki n €

(Z/NZ)* vrijedi n®™) = 1 jer grupa (Z/NZ)* ima toéno ¢(N) elemenata.

Prisjetimo se da je grupa E[N] oblika (Z/NZ) x (Z/NZ) i Galois-invarijatna.
To nam omogucuje da definiramo mod N Galoisovu reprezentaciju krivulje F, tredi
primjer Galoisove reprezentacije eliptickih krivulja.

Definicija 3.2.4. Preslikavanje pg y : Gx — Aut(E[N]), koje svakom o € Gk
pridruzuje o|gn) zove se mod N Galoisova reprezentacija krivulje E.

Ako odaberemo bazu E[N], tada pg xy moZemo na prirodan nacin poistovjetiti s
preslikavanjem pg n : G — GLo(Z/NZ).

Napomena 3.2.5. Promjenom baze E[N] slika py, 5 se konjugira matricom prelaska.
Medutim, vrijednost det(pg ) se ne mijenja pa se moZe definirati neovisno o izboru
baze.

Sljedeca vrlo bitna propozicija jednostavno povezuje mod N Galoisovu reprezen-
taciju i mod N ciklotomski karakter. Za dokaz te propozicije ¢e nam trebati Weilovo
sparivanje. Nec¢emo duboko ulaziti u teoriju vezanu uz njega, ve¢ ¢emo samo izreci
neka njegova osnovna svojstva.
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Neka je m € N i E elipticka krivulja nad K. Tada postoji Weilovo sparivanje
em  Elm] x Elm] — pm (pm je skup m-tih korijena jedinice) i za njega vrijede
sljedeca svojstva:

em(5'1 + SQ, = €m(51, ) (SQ, T),

6m(S Tl) (S, Tg),

= em(T Syt
em(S, T) = em(S”,T”),VU € Gg.

Prva dva svojstva kazu da je Weilovo sparivanje bilinearno, trece i ¢etvrto da je
alternirajuce, peto da je nedegenerirano, a posljednje da je Galois-invarijantno. Do-
kazi ovih tvrdnji i opSirnija teorija Weilovog sparivanja mogu se naci u [13 Poglavlje
I11.8].

Propozicija 3.2.6. det(pg y) = xn

Dokaz. Neka je wy = e Zbog nedegeneriranosti Weilovog sparivanja postoji
{S,T} baza E[N] t.d. je en(S,T) = wy. Uzmimo neki 0 € G i neka je

pen() = [0 4]

odnosno S? = aS + T, T? = bS + dT'. Sada racunamo:
WM = % = (en(S,T))” = en(S7,T°) = en(aS + ¢T,bS + dT) =
= CN(S, S)GCGN(S, T)ad€N(T, S)bc€N(T, T)Cd = €N<S, T)ad—bc = w%l—bc‘

Prva jednakost slijedi izravno iz definicije xn, u trec¢oj smo koristili Galoisovu
invarijantnost, u petoj bilinearnost, a u Sestoj da je Weilovo sparivanje alternirajuce.
Dakle, dobili smo da je xn(0) = ad — be = det(pg y)(0). Kako to vrijedi za svaki
o € Gk, slijedi tvrdnja propozicije. O]

Sada ¢emo definirati inercijske podgrupe pomocu kojih ¢emo moéi povezati ka-
rakter izogenije i mod N ciklotomski karakter. Prije definicije napomenimo samo da
pod pojmom prosti ideal u polju mislimo na prosti ideal u prstenu cijelih brojeva tog
polja (npr, prsten cijelih brojeva Q je Z).

Definicija 3.2.7. Neka je A prost ideal w K i pu prost ideal w K koji leZi nad X
(ovo zapravo znacéi X C ). Inercijska podgrupa I, C Gk je skup svih Galoisovih
preslikavanja o za koje vrijedi o(a) = a (mod u) za sve a € K NA (K N A je prsten
cijelih u K ), tj. koja djeluju trivijalno na polju ostataka (K N A)/pu.
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Ako je i/ neki drugi prosti ideal u K koji lezi nad \, poznati teorem iz algebarske
teorije brojeva nam kaze da tada postoji 7 € Gk za koji vrijedi 7(u) = p/. Sljedeca
lema kaze da iz toga slijedi da su pripadne inercijske podgrupe konjugirane.

Lema 3.2.8. Neka je A prost ideal uw K i ju,1i’ prosti ideali v K koji leze nad \. Tada
postogi T € G za koji vrijedi 71,77 = Iy, odnosno 1, i I,y su konjugirane.

Dokaz. Neka je 7 € G takav da vrijedi 7(n) = /. Iz ¢injenice da je o(a) —a € p za
sve a € K N A zaklju¢ujemo sljedece:

7(o(a)) — 7(a) € ' ,Ya € KN A

= 71(0(t7'(7(a)))) — 7(a) € ' ,Ya € KNA
= 7(o(77'(b))) —bey,¥be KNA.

U zadnjem koraku smo koristili ¢injenicu iz algebarske teorije brojeva da svako Ga-
loisovo preslikavanje salje cijele algebarske brojeve u cijele algebarske brojeve.
Zadnja jednakost zapravo znaci da je Toogo7r™ ' € I, pa smo dobili 71,77 C I,
Analognim racunom se dobije 7', C I, $to znaci da je 7,771 = I, ¢ime je
tvrdnja leme dokazana. O

Pomoc¢u inercijskih podgrupa ¢emo definirati pojam razgranatosti karaktera.

Definicija 3.2.9. Neka je p : G — (Z/NZ)* homomorfizam i neka je \ prosti ideal
u K. KaZemo da je p nerazgranat u A ako za svaki prosti ideal p w K koji lezi nad A
p trivijalno djeluje na I, tj. p(1,) = 1.

Napomena 3.2.10. Da se dokaZe razgranatost, dovoljno je provjeriti jedan prosti
ideal v. Naime, pretpostavimo da je p(1,) =1 i neka je p' drugi prosti ideal koji lezi
nad A. Po prethodnoj lemi postoji T € G t.d. I, = 71,7 pa dobivamo

p(Ly) = p(rL,77 ") = p(T)p(L)p(r™") = p(r)p(r7") = 1.

Primjer 3.2.11. Za N prost broj i A # (N) prost ideal u K ciklotomski karakter x n
(odnosno njegova restrikcija na Gk ) je nerazgranat u \.

Naime, uzmimo neki jn prosti ideal u K koji lezi nad \. Kako je N-ti korijen iz
jedinice wy cijeli algebarski broj, po definiciji inercije vrijedi w$ = wy (mod p) za
sve o € I,. Takoder, vrijedi 1 sljedeca jednakost:

N=(1-wy)(1—-wd)...(1-—wy™).

Kad bi za neki o vrijedilo wf, # wn, tada bismo zbog prethodne jednakosti i invertibil-
nosti wy imali w§ —wy | N pa bi vrijedilo N € p. Kako je uN K = X\ (vazZan rezultat
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iz algebarske teorije brojeva), iz toga bi slijedilo N € A\ = (N) C A\. Medutim,
kako su (N) @ X prosti ideali u K, zakljucujemo da su jednaki $to nije moguce po
pretpostavcs.

Dakle, jedina je moguénost wg = wy za sve o € 1, pa zakljucujemo xn(1,) = 1.
Prethodna napomena nam sada govori da je xn nerazgranat u A.

Za kraj ovog odjeljka bez dokaza ¢emo navesti propoziciju koja daje vezu karaktera
izogenije r i ciklotomskog karaktera xn. U dokaz nec¢emo ulaziti jer zahtjeva dobro
poznavanje teorije klasa polja koja izlazi van okvira ovog rada.

Prije same propozicije ¢emo navesti oznake koje ¢emo odsada nadalje koristiti
(oznake preuzete iz [10]).

N > 5, prost broj,
N -1
m=——-
2 Y
. , N -1
n = brojnik skrac¢enog razlomka 13 )
m
t=—.
n

Propozicija 3.2.12. Neka je par (E,Cy) definiran nad Q pri cemu E ima potenci-
jalno dobru redukciju mod N. Tada se pripadni karakter izogenije r moze faktorizirati
u obliku v = o - X% pri cemu je o* = 1 i k poprima jednu od sljedeéih vrijednosti
mod m:

k=0,1 (mod m),
1

k= 3 (mod m),
12

k= 33 (mod m).

Posljednja dva slucaja su moguéa samo ako 21 m i 31 m, respektivno.
Takoder, o i k iz faktorizacije su jedinstveni u smislu da, ako jer = o - x% neka
druga faktorizacija, tada je « = o/ i k =k’ (mod N —1).

3.3 Frobeniusov trag

Ovaj odjeljak ¢emo zapoceti s Hasseovim teoremom koji daje ograde na broj tocaka
na eliptickoj krivulji nad kona¢nim poljem.
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Teorem 3.3.1 (Hasse). Neka je p prost broj, ¢ = p" i E elipticka krivulja nad F,
(konacno polje s q elemenata). Ako sa #E(F,) oznacimo broj F,-racionalnih tocaka
na E, tada vrijedi sljedeca nejednakost:

[#EF,) —(¢+ 1] <2/4q.

Hasseov teorem je, osim §to je sam po sebi vrlo vazan, u uskoj vezi s pojmom Fro-
beniusovog traga. Prije nego Sto definiramo trag, definirat ¢emo sto je ¢-Frobeniusov
endomorfizam.

Definicija 3.3.2. Neka je E elipticka krivulja nad I, zadana Weierstrassovom jed-
nadzbom
E vy +ayxy + asy = 2% + aox® + agx + ag.

Tada je ¢, : E(F,) — E(F,), (z,y) — (z%,y?) q-Frobeniusov endomorfizam.

Iz definicije nije odmah jasno da je preslikavanje ¢, E(F,)-zatvoreno pa ¢emo to
sada provjeriti.

Dakle, neka je (v,y) € E(F,). Kako je multiplikativna grupa svakog konaénog
polja ciklicka, svaki element F, (ukljuc¢ujuéi i 0) je (multiplikativnog) reda g — 1 te je
stoga a = a;, Vi. Takoder, polje F, je karakteristike p (5to znaci da je pr = 0,V € F,)
pa imamo

V! + arxly? + asy? = y* + (arzy)? + (asy)? = (y* + arzy + asy)? =
= (2% + ag2® + ayx + ag)? = 277 + (ao2?)? + (asx)? + af = 2% + ap2®? + agx? + ag

te je stoga (z9,y?) € E(F,). Pri potenciranju s ¢ meduclanovi su se pokratili jer su
pripadni binomni koeficijenti djeljivi s p, a pa; = 0, V.

Primijetimo takoder da ako je (z,y) € E(F,), tada vrijedi (z?,y?) = (z,y). Stoga
su sve F,-racionalne tocke E fiksne tocke endomorfizma.

Napomena 3.3.3. Valja razlikovati q-Frobeniusov endomorfizam od Frobeniusovog
automorfizma. Frobeniusov automorfizam je zadan na F, na sljedeci nacin:

¢ :Fy—=Fgx— 2P
To je stvarno automorfizam jer je ¢"(x) = 2P = 27 = z,Vx € F,,.
Sada ¢emo definirati i Frobeniusov trag.

Definicija 3.3.4. Neka je E elipticka krivulja nad F,. Tada je a, = g+ 1 —#E(F,)
Frobeniusov trag krivulje £ nad F,,.
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Odmah vidimo da po Hasseovom teoremu slijedi |a,| < 2,/7.
Iz definicije nije odmah jasno u kakvoj su vezi g-Frobeniusov automorfizam i
Frobeniusov trag. Sljede¢i teorem ¢e nam dati tu vezu.

Teorem 3.3.5. Neka je E elipticka krivulja nad F,.

(a) Ako su o, 3 € C nultocke polinoma T? — a,T + q, tada su one kompleksno
konjugirane i vrijedi |o| = |3| = \/q te za svakin € N vrijedi

#EFp)=q¢"+1—a" —p".
(b) q-Frobeniusov endomorfizam zadovoljava jednakost
$q 0 &g — [ag] 0 ¢g + [g] = 0.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [13, Teorem 2.3.1]. O

Neka a(F» /F,) oznacava bilo koji cijeli broj koji je Frobeniusov trag nad F;» neke
elipticke krivulje definirane nad F,. Ako je n =1, pisemo a(F,) = a(F,/F,).

Primjer 3.3.6. Moze se provjeriti da vrijedi [15]
a(Far2 /Fy) € {128, —128, —4T},
a(Faiz /F3) € {658, 1358, —1458}.

Koristenjem teorije klasa polja uz pomo¢ formula iz prethodnog teorema moze se
dokazati sljedeca propozicija koju takoder navodimo bez dokaza.

Propozicija 3.3.7. Neka je par (E,Cy) definiran nad Q pri éemu E ima potenci-
jalno dobru redukciju mod p i mod N te neka jer = a-x* pripadni karakter izogenije.
Tada vrijede sljedece dvije tvrdnje:

(a) Postoje a € a(F,) i © € (Z/NZ)* takvi da je ©* =1 i Op*F + 07 1p~F = ¢
(mod N).

(b) Postoji a € a(F2/F,) takav da je p'** + p'2~'** = ¢ (mod N).

Napomena 3.3.8. O iz prethodne propozicije je odreden s «v iz faktorizacije karaktera
izogenije v = a - x%. Kako nam nacin na koji je © dobiven nije bitan za dokaz
Mazurovog teorema, propoziciju smo iskazali na ovako pojednostavijen nacin. Dokaz
propozicije i postupak dobivanja © mogu se naci u [10, Poglavlje 6].
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3.4 Dokaz Mazurovog teorema

Sad smo napokon spremni dokazati Mazurov teorem za krivulju Xo(N). Prije samog
teorema dokazat ¢emo dvije pomocéne leme te navesti nekoliko teorema iz algebarske
teorije brojeva koje ¢emo koristiti u dokazu.

Lema 3.4.1. Neka par (E,Cy) definiran nad K ima karakter izogenije r = a - x%;.
Tada par (E/Cyn, E[N]/Cy) koji se dobije djelovanjem Atkin-Lehnerove involucije
ima karakter izogenije r' = a=t - yL 7k,

Dokaz. Neka je P neki generator grupe Cly, odnosno Cy = (P). Uzmimo @ € E[N]|
t.d. je {P,Q} baza E[M]. Tada je E[N]/Cy = (Q + Cy).

Neka je o € Gk ineka je, uz odabranu bazu {P,Q}, djelovanje pg y na o dano
na sljedeci nacin:

Prn(0) = {8 2} -

Odavde lako vidimo da vrijedi P? = aP i Q7 = bP + d@Q. Zato dobivamo (Q +
Cn)? = d(Q + Cy) pa mozemo zakljuciti da je (o) =air’(o) =d

Kako je ad = det(pg y)(0) = xn(0), slijedi da je " = x,, odnosno da je r’ =
Xnl' = a‘lx}v_k ¢ime je tvrdnja leme dokazana. O
Lema 3.4.2. Neka je K polje algebarskih brojeva, R prsten cijelih u K i I # 0 ideal
u R. Tada I dijeli ideal (N(I)) (N(I) je norma ideala I ).

Dokaz. Oznacimo m = N(I) = |R/I|. Poznata je ¢injenica da je R Dedekindova
domena, $to znaci da I dijeli (m) ako i samo ako je (m) C [ <= m € I.

Kako je |R/I| = m, svaki element R/I je reda koji dijeli m. To znaci da je
m+1=m(l+1)=1 = m € I ¢ime je tvrdnja leme dokazana. O

Teorem 3.4.3 (Baker-Heegner-Stark). Neka je d € N. Tada je Q(v/—d) domena
glavnih ideala ako i samo ako je d € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Teorem 3.4.4 (Minkowski). Neka je K polje algebarskih brojeva i n = [K : Q)
stupangj prosirenja. Neka ry oznacava broj realnih, a 2ro = n — ry broj kompleksnih
ulaganja K u C te neka je D diskriminanta polja K.

Tada svaka klasa u grupi klasa ideala polja K sadrzi ideal norme ne vecée od

i (2)'2

™ nm

Broj Mg je ograda Minkowskog za polje K.
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Teorem 3.4.5 (Dedekind). Neka je k € Z i R prsten cijelih u polju Q(v/k).

(a) Ako p |k, tada je (p) = (p, \/E)z

(b) Ako 21k, tada je

2

2,1+\/E) ako je k=—1 (mod 4),
(2) =1 (2, 1+2‘/E> (2, 1_2‘/E> ako je k=1 (mod 8),
prost ako je k=5 (mod 8).

(c) Ako 2 # p | k, tada je

(p,n + \/E) (p,n — \/E) ako je k =n? (mod p),

p =
®) prost ako je (%) =—1.

Teorem 3.4.6 (Mazur). Neka je N prost broj takav da je genus krivulje Xo(N) veéi
od 0 (tj. N =114dli N > 17). Tada Xo(N)(Q) ne sadrzi nijednu nekaspidalnu

Q-racionalnu tocku osim u slucajevima iz tablice |3. 1.

Dokaz. Tvrdnja teorema je ekvivalentna tvrdnji da za gore navedene N ne postoji

elipticka krivulja nad Q koja sadrzi ciklicku Gg-invarijantnu podgrupu reda V.
Pretpostavimo suprotno, neka je (E,Cy) jedan takav par. Kako su uvjeti iz

propozicije [3.1.7|ispunjeni, zaklju¢ujemo da E ima potencijalno dobru redukciju mod

p za sve p > 2 proste brojeve.

Neka je r = a - X% karakter izogenije para (E,Cy). Primjenom propozicije |3.2.12
i, ako je potrebno, leme mozemo pretpostaviti k = 0, %,% (mod m). Stovise,

mozemo pretpostaviti i jacu tvrdnju da je k =0 (mod N —1),3k =1 (mod N — 1)
ili 2k =1+ m (mod N — 1) [I0]. Promotrimo svaki od tih slucajeva.

e k=0 (mod N —1)
Primjenom propozicije |3.3.7| za p = 3 dobivamo

1+ 32 = 31% 4 3127128 = 658 —1358,1458 (mod N).

Jedini prosti brojevi N za koje je to mogucée su N = 2,3,5,7,13,19,37,97.
Ponovnom primjenom propozicije |3.3.7 za p = 5 dobivamo

14512 = 5126 4 5127126 — o(p o /RG) (mod N).
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Moze se pokazati da su jedini prosti brojevi N za koje je to moguée N =
2,3,5,7,13,17,31,37,61, 157,229 [10].

Zakljucujemo da N mora biti element skupa
{2,3,5,7,13,19,37,97} N {2,3,5,7,13,17,31,37,61, 157,229} =

={2,3,5,7,13,37}.

Dakle, u ovom slucaju jedini moguci prosti broj N za koji je genus krivulje
Xo(N) vedi od 0 je N =37, a on se nalazi u tablici.

3k=1 (mod N —1)
Primjenom propozicije za p = 3 dobivamo

3% + 3% = 312 1 312712k = 658 —1358,1458 (mod N).

Jedini prosti brojevi N za koje je to moguce su N = 2,3,5,11,17. Dakle, u
ovom slu¢aju jedini moguéi prosti brojevi N za koje je genus krivulje Xo(N)
veéiod O su N =111 N = 17, a oni se nalaze u tablici.

2k=1+m (mod N —1)

Kako je 2k = 1 (mod m), zakljucujemo da je m neparan pa je N = —1
(mod 4). To znaci da jet =11li t = 3.

Pretpostavimo da za neki prosti broj 2 < p < % vrijedi (%) = 1. To po
definiciji Legendreovog simbola znaci da je p™ = p' 2= = 1 (mod N), stoga

vrijedi p* = p'~* (mod N). Primjenom propozicije dobivamo

P"O+0 ) =p"0+p' "0 =a(F,) (mod N).

Iz propozicije takoder dobivamo ©% = 1 §to znaci da je ©% = £1.

Ako © # +1, tada vrijedi © + ©7! = £1 pa je p* = +a(F,) (mod N) =
p = p** = a(F,)? (mod N). Po Hasseovom teoremu je a(F,)? < 4p < N pa

zakljutujemo a(IF,)* = p §to je nemoguée jer je p prost broj.

Ako © = =+1, tada vrijedi 2p* = +a(F,) (mod N) = 4p = 4p** = a(F,)?
(mod N). Ponovno, po Hasseovom teoremu je a(F,)* < 4p < N pa za-
kljucujemo a(F,)? = 4p §to je nemoguce jer je p prost broj.

Dakle, u oba slucaja smo dobili kontradikciju sto znaci da za svaki prosti broj
2<p< % vrijedi (%) = —1. Iz Dedekindovog teorema sada slijedi da je za
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svaki prosti broj 2 < p < % ideal (p) prost. Dokazimo da iz toga slijedi da su
svi ideali u Q(v/—N) neparne norme manje od & glavni.

Neka je I ideal u Q(v/—N) neparne norme m = N(I) < Z. Po lemi
znamo da vrijedi I | (m) = (p1)® ... (pg)* pri cemu je m = pi*...p* rastav
na proste faktore. Iz prethodne diskusije znamo da su svi ideali (p;) prosti pa

zakljucujemo da je I = (p1)? ... (pp)%* i stoga glavni ideal.

Dokazimo sad da je i (2) prost ideal u Q(v/—N). Pretpostavimo da nije prost.
Iz Dedekindovog teorema i uvjeta N = —1 (mod 4) dobivamo da tada mora
vrijediti N = —1 (mod 8) = N = —1,7 (mod 16).

Prvo pretpostavimo da je N = —1 (mod 16). Neka je o = 2= Lako se
vidi da je N(a) = 2% sto je broj oblika 4k + 2. Kako norma prostog ideala

moze biti jedino potencija prostog broja (jer je za prosti ideal P R/P konaéno
polje), zakljucujemo da postoji faktorizacija () = PI, gdje je P prosti ideal
norme 2, a [ ideal neparne norme.

Kako I ima neparnu normu % < % (pretpostavili smo N > 11), dokazali smo
da je glavni. Iz toga slijedi i da je P glavni. Dakle, postoji § € R t.d. P = (p)
i N(B) = 2. Medutim, lako se vidi da u Q(v/—N) ne postoji element norme 2
pa smo dobili kontradikeiju.

1+v—-N

U slucaju kada je N =7 (mod 16), uzimanjem a = =5

dobivamo kontradikciju.

Dakle, pretpostavka da (2) nije prost u Q(v/—N) vodi na kontradikciju, stoga
je to prost ideal. Sada na isti nacin kao prije mozemo dokazati da su svi ideali
u Q(v—N) norme manje od % glavni. Dokazimo da iz toga slijedi da je R
domena glavnih ideala.

na analogan nacin

Lako se vidi da je Q(v/—N) kvadratno prosirenje Q, tj. da je stupanj prosirenja
2 te da je diskriminanta jednaka —N. Takoder, ne postoje realna ulaganja
Q(W—=N)u C pajer, =0, ro = 1. Sad primjenom teorema Minkowskog
mozemo dobiti da u svakoj klasi ideala postoji ideal norme manje ili jednake
\/N% < % (jer jen > 11). Medutim, dokazali smo da je svaki takav ideal glavni
pa je svaka klasa zapravo klasa glavnih ideala, odnosno R je domena glavnih
ideala.

Baker-Heegner-Starkov teorem nam sada kaze da su jedine mogucénosti N =
11,19,43,67,163, a sve se one nalaze u tablici.

O
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se izogenijama eliptickih krivulja. Prvo smo definirali
elipticke krivulje i operaciju zbrajanja, a zatim se posvetili izogenijama. Nakon uvod-
nih definicija i primjera naveli smo i dokazali neka njihova osnovna svojstva.

Nakon toga presli smo na modularne krivulje. Definirali smo modularne krivulje
Xo(N) i X;(NV) preko kongruencijskih podgrupa modularne grupe SLy(Z). Zatim
smo iskazali tvrdnju da su to algebarske krivulje definirane nad @, a nakon toga smo
dokazali teoreme koji daju vezu toc¢aka na modularnoj krivulji i eliptickih krivulja.
Takoder smo dali primjere kako se modularne krivulje mogu koristiti u dokazivanju
tvrdnji za elipticke krivulje.

Onda smo krenuli na Mazurov teorem. Naveli smo slucajeve u kojima krivulja
Xo(N) ima racionalne nekaspidalne tocke i rekli da teorem kaze da su to svi sluéajevi
kad je N prost, a nakon toga smo poceli obradivati pojmove i razultate potrebne za
dokaz teorema. Koriste¢i polje p-adskih brojeva @Q, uveli smo pojmove potencijalno
dobre i potencijalno multiplikativne redukcije i, uz pomoé¢ Atkin-Lehnerove involucije,
kojoj smo takoder posvetili malo vremena, dokazali vaznu pomo¢nu tvrdnju. Zatim
smo definirali karakter izogenije, ciklotomski karakter i mod N-Galoisove reprezenta-
cije eliptickih krivulja. Pokazali smo neke veze izmedu tih pojmova i iskazali rezultat
o faktorizaciji karaktera izogenije. Iza toga smo definirali Frobeniusov trag, naveli
neka njegova svojstva i iskazali vezu s karakterom izogenije. Naposlijetku, uz pomo¢
rezultata iz ovog rada te nekoliko teorema iz algebarske teorije brojeva dokazali smo
Mazurov teorem.






Summary

In this thesis we considered isogenies of elliptic curves. We first defined elliptic
curves and the addition operation, after which we turned to isogenies. After some
introductory definitions and examples, we stated and proved some of their basic
properties.

After that, we considered modular curves. We defined modular curves Xy(N) and
X1 () using the congruence subgroups of the modular group SLy(Z). Then we stated
the fact that these are algebraic curves defined over Q and proved the theorems that
give the connection between points on a modular curve and elliptic curves. We also
gave examples of how modular curves can be used to prove statements about elliptic
curves.

Then we moved on to Mazur’s theorem. We listed the cases when the curve Xo(N)
has rational non-cuspidal points and mentioned that the theorem says that these are
all the cases when N is a prime number. After that, we started considering notions
and results needed for the proof of the theorem. Using the field of p-adic numbers Q,
we introduced the notions of potential good and potential multiplicative reduction
and, using the Atkin-Lehner involution, which we also considered for a while, proved
an important auxiliary statement. We then defined the isogeny character, the cyclo-
tomic character and mod N-Galois representations of elliptic curves. We proved some
connections between these notions and stated a result about the factorization of the
isogeny character. Next, we defined the trace of Frobenius, stated its basic properties
and linked it with the isogeny character. Finally, using the results from this paper
and several algebraic number theory theorems we proved Mazur’s theorem.
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