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Uvod

Evgenii Borisovich Dynkin (1924. - 2014.), poznatiji kao Eugene Dynkin, jedan je od
uglednijih matematiara proslog stoljeca, a slavu je stekao na podrucjima kao Sto su vje-
rojatnost 1 algebra. Tijekom svog matematickog djelovanja posebno su iskazao na is-
trazivanju Liejevih algebri, podrucju koje i dan danas privlac¢i pozornost mnogih svjet-
skih matematic¢ara. Prvi uvodi pojam dijagrama Liejevih algebri koje njemu u Cast danas
nazivamo Dynkinovi dijagrami. Upravo ti Dynkinovi dijagrami ¢e imati vaznu ulogu u kla-
sifikaciji kona¢nodimenzionalnih prostih Liejevih algebri te ¢emo njihovu vezu ilustrirali
u zadnjoj to¢ki ovog rada.

Definicija samih dijagrama bila bi nemoguca bez znanja o sistemima korijena. Sistemi
korijena Ce predstavljati odredene skupove vektora koji se nalaze unutar nekog kona¢nodi-
menzionalnog realnog unitarnog prostora. Upravo ti sistemi korijena, svojstva koja ti sis-
temi korijena moraju zadovoljavati, definiranje baze tih sistema i definiranje pojma iredu-
cibilnih korijena zajedno sa matricnim 1 grafickim zapisom istih Cinit ¢e prva dva dijela
Poglavlja 1 ovoga rada.

Prvo poglavlje zavrSavamo definiranjem Weylovih grupa. Weylove grupe sistema ko-
rijena su podgrupe grupe svih automorfizama nekog sistema korijena generirane svim re-
fleksijama o, gdje je x upravo korijen. Pojam refleksije ¢emo takoder definirati u prvom
dijelu Poglavlja 1. Iskazivanjem odredenih svojstava samih Weylovih grupa zavrsit ¢emo
veé spomenuto poglavlje.

U Poglavlju 2 ¢emo klasificirati sve ireducibilne sisteme korijena. Drugim rije¢ima
pokusat ¢emo naci sve klase ekvivalencije, s obzirom na relaciju izomorfnosti sistema
korijena, tj. sve klase takve da je svaki ireducibilan sistem korijena izomorfan svim re-
prezentantima to¢no jedne klase. Nakon $to uvedemo bitan pojam dopustivog skupa, nas
zadatak Ce biti kroz 10 koraka povezati sve moguce Coxeterove grafove (koji su jedan od
grafickih zapisa sistema korijena) s dopustivim skupovima vektora. ZavrSetkom posljed-
njeg koraka, dobit ¢emo sljedece klase odnosno tipove: A, By, C¢, Dy, Eg, E7, Eg, F4 1
G,. Njihovim matri¢nim zapisom, odnosno njihovim Cartanovim matricama, zavrSavamo
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drugo poglavlje rada.

U posljednjem poglavlju ovog rada bavit ¢emo se konstrukcijom sistema korijena. Na
pocetku poglavlja uvodimo na koji nacin ¢emo konstruirati sisteme korijena i s tim na¢inom
¢emo pristupiti konstruiranju svakog tipa posebno. Ovo nas vodi ka vaznom zakljucku, a
to je da za svaki Dynkinov dijagram (ili Cartanovu matricu) tipova A-G, postoji ireducibi-
lan sistem korijena koji ima taj dijagram. Poglavlje, a ujedno i rad, zavrSavamo uvodom u
Liejeve algebre te isticanjem povezanosti Dynkinovih dijagrama s prostim Liejevim alge-
brama.

Na kraju ovog uvoda Zelim zahvaliti svojoj obitelji na velikoj podrSci tijekom Skolovanja.
Hvala i svim djelatnicima Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu koji su svojom
stru¢nos$éu i zalaganjem pomogli kako meni tako i mnogim drugim studentima u ostvari-
vanju jako vaZnih znanja i vjeStina koje otvaraju mnoga vrata u Hrvatskoj i Sire. Posebno
Zelim reci veliko hvala mentoru doc.dr.sc. Slavenu KoZi¢u na iskazanom povjerenju, pro-
fesionalnosti, strpljenju 1 bezuvjetnoj pomoci tijekom izrade ovog rada.



Poglavlje 1

Sistemi korijena

1.1 Definicija i osnovna svojstva

U ovom poglavlju ¢emo, prateci izlaganje iz [4]], navesti neke od glavnih pojmova ovog
rada te njihova najvaznija svojstava.

Definicija 1.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem skalara F. Bilinearna forma je
funkcija B : V X V — F sa svojstvom

(i) B(x +z,y) = B(x,y) + B(z,y),
(i) B(x,y + z) = B(x,y) + B(x, ),
(iii) B(Ax,y) = AB(x,y) = B(x, 1y),

zasvaki x,y,z € Vizasvaki A € R.

Drugim rije¢ima, bilinearna forma je funkcija koja je linearna u svakoj varijabli. Na-
dalje, definiraymo pojmove simetri¢na i pozitivno definitna bilinearna forma.

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem skalara F i neka je B bilinearna
forma na V. KaZemo da je B simetri¢na bilinearna forma ako vrijedi

B(x,y) = B(y, x), zasve x,y€ V.

Definicija 1.1.3. Neka je V vektorski prostor nad poljem skalara F i neka je B bilinearna
forma na V. KaZemo da je B pozitivno definitna bilinearna forma ako vrijedi

B(x,x) >0, zasve xeV

1 ako iz B(x, x) = O slijedi x = 0.
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Ubuduce, koncentrirat éemo se na konacnodimenzionalni vektorski prostor V nad R s
definiranom pozitivno definitnom simetricnom bilinearnom formom ( - | - ). Po definiciji,
V je s obzirom na takvu formu zapravo realan unitaran prostor.

Geometrijski, refleksija na V je invertibilna linearna transformacija koja tocke neke
hiperravnine ostavlja nepromijenjenima, a svaki vektor koji je okomit na tu hiperravninu
Salje u njegov aditivni inverz. Hiperravnina definirana vektorom x je

P.={veV|@lx) =0 (L.1)

Neka je x € V neki nenul vektor, tada definiramo ortogonalnu refleksiju prostora V u
odnosu na x s
(v1x)

0

vev. (1.2)

oyv=v-2

Korolar 1.1.4. Refleksija prostora V u odnosu na vektor x definirana s (I.2)) je linearna.

Dokaz. Nekasuu,v € Vineka sua,f € R. Tada vrijedi

o au + pv) = au + By - 2%
= au +,3v—2(“” | )(ClJlfx(fv BN
= au+py— 22 f(ciTS(v 0)
:au—z%ﬁﬁ\,_z%x
“efe2ip) o2

ao U + Pov.
O

Primijetimo da je o, zaista ortogonalna refleksija s obzirom na hiperravninu P, jer je
o,x = —x, dok za svaki v € P, vrijedi o,v = v.

Bududi da ¢e nam se izraz uz x izrazen unutar (I.2)) Cesto pojavljivati, oznacavat cemo
ga oznakom (v, x), tj.
(v]x)
(xlx)”

(Primijetimo da je (v, x) linearan samo u prvoj varijabli.)

v, x):=2

(1.3)
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Definicija 1.1.5 (Sistem korijena). Neka je R podskup od V. R nazivamo sistem Korijena
ako zadovoljava sljedeca svojstva:

(R1) R je konacan, razapinje V i ne sadrzi 0.

(R2)Za x € Ric e R vrijedi cx € R ako 1 samo ako ¢ = +1.
(R3) Ako je x € R, onda je o,R = R.

(R4) Ako su x,y € R, onda je (x,y) € Z.

Budu¢i da promatramo konacnodimenzionalni vektorski prostor, uvodimo oznaku ¢
koja ¢e prestavljati dimenziju naseg vektorskog prostora, tj. £ = dim V.

Primjer 1.1.6. U ovom primjeru pokusat ¢emo pronaci neke sisteme korijena za £ = 1, 2.
Upravo zbog (R2), za £ = 1 postoji samo jedna mogucnost 1 oznacit ¢emo je s A;:

Lako se provjere i ostala tri svojstva. Malo zanimljiviji ¢e nam biti slu¢aj u kojem je £ = 2.
Ono nam nudi Cetiri moguénosti (Slika [I.1)), za koje ¢e se u ostatku rada utvrditi da su i
jedina Cetiri sistema korijena u ovoj dimenziji.

Definicija 1.1.7 (Ireducibilan sistem korijena). Neka je R neki sistem korijena. Kazemo
da je R ireducibilan ako se ne mozZe prikazati kao unija pravih podskupova takvih da je
svaki korijen jednog skupa ortogonalan svakom korijenu drugog skupa.

Pogledamo li ponovno Primjer[I.1.6], primijetit éemo dasu A, Az, B, i G ireducibilni,
dok A; X A nije ireducibilan. U ostatku rada koncentrirat ¢emo se na ireducibilne sisteme
korijena.

Definicija 1.1.8 (Baza sistema korijena). Neka je R sistem korijena. Tada podskup b od R
nazivamo baza ako vrijedi sljedece:
(B1) bjebazaod V.
(B2) Svaki korijen y mozZe se zapisati kao y = }; , k,.x s cjelobrojnim
koeficijentima k,, takvim da su oni svi ili nenegativni ili nepozitivni.

Od velike vaznosti su nam oni korijeni koje se nalaze u b. Stoga fiksirajmo neku bazu
b sistema korijena. Korijene koji ¢ine tu bazu nazivat ¢emo jednostavnima. Nadalje, ako
suzanekiy = ) o, kx svik, > 0ili kK, < 0, onda y nazivamo pozitivhim, odnosno
negativnim korijenom. Za svaki vektor y € V definirat éemo pozitivan sistem R*(y) :=
{x e R|(y, x) > 0}. R* e biti skup svih Kkorijena koji leZe na pozitivnoj strani hiperravnine
ortogonalne na y. Vazno je naglasiti da ako odaberemo neku drugu bazu istog sistema
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y y
X X
(a) Ay X Ay (b) A
y
y
X X
(C) B> (d) G

Slika 1.1: Sistemi korijena za £ = 2

korijena, onda ¢e neki drugi korijeni biti jednostavni, pozitivni itd. Primijetimo da su neke
baze nasih sistema korijena oznacene na slikama u Primjeru[I.1.6] Kod sistema A, njegova
baza je {x}, dok je kod ostalih sistema baza {x, y}.

Teorem 1.1.9. Svaki sistem korijena ima bazu.

Dokaz Teorema|l.1.9|se moZe naci u knjizi [4]. Sada ga neCemo izvoditi buduci da se
dokazuje pomocu konstrukcije svih moguéih baza.

Nakon §to smo definirali §to su to sistemi korijena te definirali njegovu bazu, nadalje
¢e nas zanimati njihov zapis. Zapise dijelimo u dvije vrste, a to su matricni 1 graficki.
Oba zapisa su jako korisna 1 mnogo ¢e nam pomoci kod klasifikacije 1 konstrukcije samih
korijena.
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1.2 Matricni i graficki prikaz sistema korijena

Promotrimo prvo matriéni prikaz sistema korijena. Neka je R neki sistem korijena i neka
je b njegova baza. Neka je ta baza fiksirana, a zatim, s obzirom na nju fiksirajmo niz
svih jednostavnih korijena (xi, X, ..., x;). Neka je A = (A;;) neka matrica. Za matricu A
reda £ kazemo da je Cartanova matrica od R ako su joj elementi A;; := (x;, x;), za sve
1 <i, j < €. Brojeve A;; ¢emo zvati Cartanovi cijeli brojevi. Matricu ¢emo oznacavati sa

((xi, xj>)-

Primjer 1.2.1. Kao u Primjeru[I.1.6 promatrat ¢emo matrice za £ = 1,2. Za ¢ = 1 matrica
je dimenzije 1 X 1, drugim rije¢ima, Cartanova matrica za A; je upravo broj 2. Za sisteme
ranga 2 matrice su sljedece:

Propozicija 1.2.1. Cartanova matrica ima sljedeca svojstva:

(Cl)A; =2 zasvel.

(C2)A;; €1{0,-1,-2,-3} ako je i # j.

(C3) Ako je A;j = =2 ili =3, onda je Aj; = —1.
(C4) A;j = 0 ako i samo ako Aj; = 0.

Dokaz. Svojstva (C1) 1 (C4) su o€ita i njih nije potrebno dokazivati. Obratit ¢emo paZnju
na (C2)1i(C3).

Zbog aksioma (R4) iz Definicije vidimo da se ozbiljno ogranicava vrijednost kuta
izmedu neka dva korijena. Zbog toga kut moze imati samo nekoliko vrijednosti. Oznacimo
kut izmedu dva korijena x,y € V oznakom 6. Kosinus kuta izmedu x i y zadan je formulom
lIlxll Iyl cos@ = (x]y), gdje je ||x||> = (x| x). Stoga iz (I.3) imamo sljedede:

L) :2M cos 6.

(clx)lxl

(x,y) =2

Na analogan nacin dobivamo i

o, x)y = 2M cos 0,
[Iyll
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(x, ») (y, x) 4
0 0 /2
1 1 /3
-1 -1 2r/3
1 2 /4
-1 -2 3n/4
1 3 /6
-1 -3 S57/6
Tablica 1.1

pa mnoZenjem dobivamo
(X, y)(y, x) = 4 cos” 6.

Bududi da su vrijednosti (x, y) i (y, x) cjelobrojne i jednakog predznaka te funkcija cos? 6
postiZe vrijednost unutar intervala [0, 1], imamo 0 < 4 cos?6 < 4. Iskoristimo sada da je
x # yi|lyll > [|x]|. Sve moguénosti dane su u Tablici|l.1} Time su dokazani (C2)i(C3). O

Primjer 1.2.2. Vratimo se ponovno na Primjer Promotrimo Cartanovu matricu od
B,. Rekli smo da je zapis te matrice
2 -2
-1 2)

Osim toga prema prethodnoj propoziciji B, moZe imati i Cartanovu matricu

=)

Zakljucak je da su oba zapisa to¢na i ubuduce ¢emo matrice
2 =2 2 -1
-1 2] \-2 2

Iz definicije se lako mozZe vidjeti da matrica ovisi upravo o redoslijedu jednostavnih ko-
rijena, ali to nije neki ozbiljan problem. Vazno nam je jedino to da matrica ovisi iskljucivo
o0 izboru sistema korijena R, ali ne 1 o izboru njegove baze b (do na poredak jednostavnih
korijena). Ta Cinjenica slijedi iz [4], Poglavlje 10.

nazivati parom.

Sada kada imamo vaZna svojstva Cartanovih matrica promotrimo i graficki prikaz sis-
tema korijena. Neka je R sistem korijena dimenzije €. Fiksirajmo bazu sistema korijena
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2 -1 0 O 2 -1 0 O 2 -1 0 O
-1 2/-2 0 -1/ 2 =21 0 -1 2 -2 0
0 -1 2 -1 0(-1 2]-1 0 -1} 2 -1
0 0 -1 2 0O 0 -1 2 0 0j-1 2

(@) (b) ()
Slika 1.2: Matri¢ni prikaz Fy.

(x1,...,xp) takvu da su x; (zasvei € {1,2,...,¢{}) pozitivni korijeni. Tada znamo da je
(xi, xjX{xj, x;) € {0,1,2,3}, zasve i, j € {1,2,...,¢} . Pridruzimo sistemu korijena R graf
I' na sljedec¢i nacin. Za ¢ = 1 graf je trivijalan, odnosno imamo samo jedan vrh. Stoga,
neka I' ima ukupno ¢ > 2 vrhova takvih da su vrhovi i i (i + 1) povezani S {x;, Xi+1){Xi+1, X;)
spojnica. Takav graf ¢emo nazivati Coxeterov graf od R.

Primjer 1.2.3. PrikaZimo neke Coxeterove grafove nama ve¢ poznatih sistema.

Ay 0

Al XA o o
Ay o0———
By o—

GZOED

Dodavanjem strelice na Coxeterov graf na nacin da ju okrenemo prema kracem ko-
rijenu dobivamo Dynkinov dijagram kojeg ¢emo oznacavat s D(R). U sluc¢aju ako su
oba korijena jednake duljine, kao na primjeru A,, onda se u tom slucaju Coxeterov graf i
Dynkinov dijagram podudaraju.

Primjer 1.2.4. Promotrimo neke primjere Dynkinovih dijagrama:

BZ O=—=—0, G2 C——=——0.

Primjer 1.2.5. Neka je zadan sistem korijena F4. Dynkinov dijagram tog sistema korijena
zapisan je na sljedeci nacin



POGLAVLIJE 1. SISTEMI KORIJENA 10

o o .

1 2 3 4

Lako je vidjeti da su u pitanju Cetiri vrha koji su medusobno povezani razli¢itim brojem
spojnica. Prvi i drugi vrh su povezani jednom spojnicom (jednostrukom spojnicom), drugi
i treéi s dvije spojnice (dvostrukom spojnicom) dok su treci i Cetvrti vrh, kao 1 prva dva,
povezani jednom spojnicom. Promotrimo sada matri¢ni zapis sistema F4. Mozemo vidjeti
da se Cartanova matrica
2 -1
)

koji prikazuje graf o3 nalazi u lijevom kutu Cartanove matrice od F, (Slika

(a)). Cartanova matrica koji prikazuje graf —— nalazi se u srediStu ma-

trice (Slika (b)), dok je Cartanova matrica posljednjeg podgrafa od F, ° "

oznacena na STici[1.2] (c).

1.3 Weylova grupa

Pratedi izlaganje iz [6] ponovit ¢emo neke osnovne pojmove iz teorije grupa.

Definicija 1.3.1. Neka je S neprazan skupinekaje-:S XS — § binarna operacija. Za
(S, - ) ¢emo reci da je grupa ako vrijede sljedeca svojstva:
(Gl)(x-y)-z=x-(y-z)zasvaki x,y,z € S.
(G2) Postoji elementn € S takavdan-x=x-n=xzasvakix € §.
(G3) Za svaki x € S postoji element x~! € S takav da vrijedi x - x~!
je n neutralan element.

=x1.x=ngdje

Svojstvo (G1) éemo zvati asocijativnost, svojstvo (G2) postojanje neutralnog elementa,
dok ¢e svojstvo (G3) biti postojanje inverznog elementa.

Definicija 1.3.2. Neka su G i H dvije grupe. Preslikavanje f : G — H je homomorfizam
grupa ako vrijedi

Jxy) = f(0)f(y) zasvex,yeG.

Za skup svih homomorfizama iz G u H uvodimo oznaku Hom(G,H). Nadalje, homomor-
fizam f koji je jo$ i injekcija naziva se monomorfizam. Ukoliko je homomorfizam f
surjekcija tada ¢emo reci da je f epimorfizam. Homomorfizam koje je monomorfizam i
epimorfizam zovemo izomorfizam. Posebno, ako je G = H, tojest, ako imamo homomor-
fizam f : G — G, onda kaZemo da je f endomorfizam od G. Skup svih endomorfizama
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od G ¢emo oznacavati oznakom End(G). Ukoliko je neki endomorfizam ujedno 1 bijek-
cija, onda ¢emo za njega reci da je automorfizam od G i skup svih automorfizama od G
oznacavamo s Aut(G).

Definicija 1.3.3. Dvije grupe G i H su izomorfne ako izmedu njih postoji neki izomorfi-
zam f. Tu ¢injenicu oznacavamo sa
G=H.

Definicija 1.3.4. Neka je S grupa. Ako je P C S grupa uz istu operaciju kao i § onda
kazemo da je P podgrupa od S. Ekvivalentno, P je podgrupa od S ako vrijede sljedeca
dva uvjeta:

(P1) xy € P, zasvaki x,y € P,
(P2) x! € P, za svaki x € P.

Cinjenicu da je P podgrupa od § oznatavamo P < S.

Definicija 1.3.5. Neka je S grupa i neka je N podgrupa od S. Kazemo da je N normalna
podgrupa od S ako vrijedi uvjet:

xNx'=N zasvakixeS, (1.4)
gdje je xNx™! = {xnx‘1 lneN } Cinjenicu da je N normalna podgrupa od S oznaavamo
N<S.

Neka su sada 7' i S neke grupe i neka je f : S — Aut (7)) homomorfizam. Definirajmo
na Kartezijevom produktu

TxS={ts)|teT,seS} (1.5)

mnoZenje:
(t151) * (t2, 52) = (11f5,(12), $152), (1.6)
gdje je f; := f(s). Dokaz da je (T X S, *) grupa moZemo vidjeti u knjizi [6]] u Poglavlju 3.

Definicija 1.3.6. Grupu (T X S, *) zovemo semidirektan produkt grupe 7 sa S odreden
sa f 1 oznaCavamo ga s
T = f S

ili samo 7" > § ako znamo o kojem se homomorfizmu f radi.
Primjer 1.3.7. Neka je S # 0 neki skup. Definiramo skup
Perm(S) ={f:S — S | f je bijekcija}.

Tada grupu (Perm(S'), o) nazivamo grupa permutacija ili simetri¢na grupa.



POGLAVLIJE 1. SISTEMI KORIJENA 12

Ukoliko je § konacan skup s n ¢lanova, tada ¢emo njegovu simetri¢nu grupu oznacavati
oznakom S,. Nadalje, neka je 7 € S, permutacija. Ukoliko postoje 1 < i,j < n, i # J,
takvi da vrijedi 7(i) = ji7(j) = ite zasvaki k # i, j vrijedi (k) = k , onda se ta permutacija
naziva transpozicija i oznaCavat ¢emo je oznakom (i, j).

Primjer 1.3.8. Pokazimo da je (Perm(S$), o) grupa. Iz definicije znamo da je f bijekcija
pa postoji inverzna funkcija f~! : § — S koja je takoder bijekcija. Neka su f i g dvije
bijekcije takve da f,g : S — S, tada su i njihove kompozicije (g o f) i (f o g), koje idu
iz § u §, takoder bijekcije. Nadalje, za tri funkcije f,g,h : S — § vrijedi asocijativnost
kompozicije, tj. (f o g) o h = f o (g o h). JoS je potrebno pronaci neutralni element. Neka
je funkcija id : S — § definirana kao id(x) = x. Tada vrijedi id o f = foid = f, za
svaku funkciju f : § — S. Tada je funkcija id neutralan element. Time je pokazano da je
(Perm(S), o) grupa.

Primjer 1.3.9. Zanimljiv ¢e nam biti primjer joS jedne grupe. Neka je n prirodan broj.
Grupa ostataka modulo n (Z/nZ, +) je konacna grupa uz zbrajanje definirano modulo
n. Obicno piSemo Z/nZ = {0,1,...,n — 1}. Grupa ostataka koju ¢emo Cesto koristiti je
z2/27 = {0, 1}.

Neka su V1 V' realni unitarni prostori. Neka je R sistem korijena u vektorskom pros-
toru V i neka je R’ sistem korijena u vektorskom prostoru V.

Definicija 1.3.10. Neka su R i R’ sistemi korijena u vektorskim prostorima V i V’. Izo-
morfizam sistema korijena R na sistem korijena R’ je izometri¢ki izomorfizam unitarnih
prostora ¢: V — V' takav da je R" = ¢R.

Definicija 1.3.11. Neka je R sistem korijena u vektorskom prostoru V. Automorfizam
sistema Korijena R je izomorfizam R na R, tj. ortogonalan operator 7 : V — V takav da je
TR =R.

Ubuducée skup svih automorfizama nekog sistema korijena R oznacavat ¢emo oznakom
Aut(R). Aut(R) je podgrupa grupe O(V) svih ortogonalnih operatora na V.

Definicija 1.3.12. Neka je R sistem korijena u nekom vektorskom prostoru V. Za svaki
vektor x € R neka je o, ortogonalna refleksija definirana kao (1.2). Tada je Weylova
grupa sistema korijena R podgrupa grupe Aut(R) generirana svim refleksijama o, za svaki
x € R. Drugim rijeCima, Weylova grupa je najmanja podgrupa od Aut(R) (s obzirom na
inkluziju) koja sadrzi sve refleksije oy, x € R.

Weylova grupa ‘W permutira skup R koje je konacan i razapinje cijeli V. Stoga W je
podgrupa simetriéne grupe od R, tj. grupe svih permutacija skupa R.
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Lema 1.3.13. Neka je R sistem korijena u vektorskom prostoru V' s pripadajucom Weylo-
vom grupom W. Ako o € O(V) ostavlja R invarijantnim, tj. vrijedi o(R) C R, tada
vrijedi

oo = O o(x)s (1.7)

za sve x € R1 vrijedi
0, x) = (o), o (x)), (1.8)

zasve X,y € R.

Dokaz leme se moze pronadi u knjizi [4]], Poglavlje 9. Iz ove leme slijedi direktno
da je Weylova grupa ‘W pridruzena sistemu korijena R normalna podgrupa grupe Aut(R).
Sada ¢emo iskazati teorem o permutaciji baze b sistema korijena R od strane pridruZene
Weylove grupe W, ali prije toga definirajmo pojam regularnosti.

Definicija 1.3.14. Neka je R sistem korijena na vektorskom prostoru V. Neka je P, hi-
perravnina definirana kao (I.I)) za neki x € R. Za vektor y € V kazemo je regularan ako
vrijedi
yeV\[ P (1.9)
X€ER

U suprotnom, za y kazemo da je singularan.

Teorem 1.3.15. Neka je b baza nekog sistema korijena R u vektorskom prostoru V. Tada
vrijedi:

(W1) Ako je y € V regularan, tada postoji preslikavanje o € ‘W takvo da vrijedi
(o(y) | x) > 0 za svaki x € b.

(W2) Ako je b’ neka druga baza od R, tada vrijedi o(b") = b za neki o € ‘W.

(W3) Ako je x bilo koji korijen, tada postoji preslikavanje o € ‘W takvo da o (x) € b.

(W4) W je generiran s o, gdje je x € b.

(W5) Ako je o(b) = b, gdje je o € W, tadaje o = 1.

Dokaz teorema se nalazi u knjizi [4], Poglavlje 10.

Primjer 1.3.16. Promotrimo Sliku|(1.3|na kojoj je prikazan sistem korijena A,. Pronadimo
njegovu Weylovu grupu ‘W. Promatrajmo vektor x koji se nalazi unutar A,. Isprekidan
pravac P, predstavljat ¢e hipperavninu definiranu kao u (I.1)). Tada je ortogonalna reflek-
sija o, po definiciji, unutar Weylove grupe ‘W. Ako promatramo vektor y danog sistema
korijena, tada ¢e njemu pripadajuca hiperravnina biti P, i pripadajuca ortogonalna reflek-
sija oy. Preslikavanje o, ¢e takoder biti u ‘W. MoZe se dokazati da ¢e i Weylova grupa ‘W
imati Sest elemenata.
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Slika 1.3: Slika prikazuje sistem korijena A, te Sest mogucih hiperravnina koje ovise o
izboru korijena.



Poglavlje 2

Klasifikacija sistema korijena

2.1 Teorem o klasifikaciji

U ovoj cjelini, slijedeci [4], iskazat ¢emo i dokazati jedan od vaznijih teorema ovog rada.

Teorem 2.1.1. Ako je R ireducibilan sistem korijena ranga ¢, onda se on moZze prikazati
jednim od sljede¢ih Dynkinovih dijagrama:

A >1 . o %)
(621D 1 2 3 -1 14
B >2 . o o)
(622 1 2 -2 -1 4
> . o O
Ce(t23) 1 2 -2 -1 14
-1
D >4): o
((Ez4) 1 2 -3 -2
¢
2
E O 0
6 1 3 5 6

15
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E7 . o o
1 3 4 5 6 7
2
ES : o 0
1 3 5 6 7 8
F, : o o
4 1 2 3 4
G2 . C———20.

Restrikcija koju uvodimo na ¢ u tipovima A, By, C; 1 Dy su iz razloga da izbjegnemo
pojavljivanje duplikata. Graf A; sadrzi samo jedan vrh pa bismo ga mogli, u slucaju da
nema restrikcije, oznacavati s Bj ili Cak C,. Graf B, oznacavali bi i s C,, dok bismo graf
Aj; o—o— mogao oznacavati s Ds.

Dokaz. 1deja dokaza je prvo klasificirati moguce Coxeterove grafove, a zatim promatrati
pripadne Dynkinove dijagrame. Pretpostavke koje koristimo u dokazu teorema su sljedece.
Prvo, zanemarit ¢emo duljinu korijena. Neka je V euklidski vektorski prostor (proizvoljne
dimenzije) i neka je U = (&1, ¢&s,...,&,) n-torka jedini¢nih vektora, medusobno linearno
nezavisnih, koji zadovoljavaju (g; | &) < 0 zasvei # ji4(g | 8j)2 =0,1,21li 3 za sve
i # j. Takav skup ¢emo nazvati dopustiv skup. Prisjetimo se kako smo definirali Coxe-
terov graf. Na isti nacin ¢emo definirati graf I' za Y. Nas je zadatak sada povezati sve
moguce grafove s dopustivim skupovima vektora i to ¢emo uciniti pomocu sljedecih 10
koraka kroz koje ¢emo uvoditi i njihova svojstva.

(1) Ako se neki g; ukloni iz n-torke U, a preostali vektori i dalje tvore dopustiv skup,
tada je graf tog novog skupa jednak grafu koji se dobije iz grafa I" brisanjem odgova-
rajuceg vrha i svih spojnica povezanih za taj vrh.

(2) Broj parova vrhova, koji su povezani najmanje jednom spojnicom, strogo je manji
od n.
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Neka je € = X\, &;. Bududi da su g; linearno nezavisni vrijedi € # 0, stoga imamo
O<(le)=n+2) (ale). 2.1)
i<j

Neka je (i, j) par indeksa takav da i # ji(g; | &) # 0, drugim rijeCima, Zelimo da su dva
vrha i i j povezani barem jednom spojnicom. Tada je 4(; | €;)* = 1,2 ili 3, a posebno
vrijedii2(g; | ;) < —1, odnosno

1
i<j i<j
Promotrimo li sada ponovno nejednadzbu (2.1) imamo sljedece ekvivalentne nejednakosti:

2> (&ile) > -n

i<j

Z(ei lg;) > —g

i<j

X

i<j

Zl<n.

i<j
Stoga, broj parova vrhova strogo manji od n.

(3) I' ne sadrzi cikluse.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da graf I' sadrzi ciklus I". Graf I bi tada bio graf
dopustivog podskupa U’ od U. Broj parova vrhova grafa I' bi u tom slucaju bio jednak
broju vrhova grafa (Card U’) pa u tom slucaju dolazimo do kontradikcije s (2).

(4) Svaki vrh moZe sadrZavati maksimalno tri spojnice.

Neka je € € U i neka su ny,...,n vektori iz YU takvi da su &,1y,...,n; razliciti.
Takoder neka su n; spojeni jednom, dvjema ili trima spojnicama s &, odnosno (¢ | ;) <
Ozasveie {1,2,...,k}. Uzmimo dva indeksa i i j iz skupa {1,2,...,k}. Zbog (3) sa si-
gurno$¢u mozemo reci da ne postoje vektori 77; 1 ; koji su povezani medusobno, iz razloga
Sto bi tada nastao ciklus, stoga vrijedi (17; | ;) = 0 zai # j. Bududi da je U linearno
nezavisan skup, tada u linearnoj ljusci od {&, 1, ..., n:} postoji jedini¢ni vektor 1y koji je
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ortogonalan na 1y, ..., 1. OCito je da za iy vrijedi (g | n79) # O.
Nadalje imamo sljede¢i niz implikacija:

k k

e= ) Elnm = (ele)=) (eln)’
i=0 i=0
k

= 1=> (el

i=0
k
> 1> )@l

i=1

k
= 4> 24(8 | 7).
i=1

Bududi da je broj spojnica izmedu & i ; jednak broju 4(e | i;)?, zakljuujemo da ih moZe
biti najviSe tri, Sto je i trebalo dokazati.

(5) Graf T nekog dopustivog skupa U koji ima tri spojnice je jedinstven i to je ——=
(G, kao Coxeterov graf).

To slijedi uspravo iz (4).

(6) Neka podskupu {, ..., &} € U odgovara podgraf o o (jednos-
tavni lanac) grafa T'. Ako je U = (U \ {e1,...,&}) U e}, gdje je € = Zle &g, tada je U’
dopustiv.

Linearna nezavisnost skupa U’ je ocita. Iz pretpostavke i uz pomo¢ dokaza koraka (2)
imamo

(ele)=k+2) (sile) =k—(k=1)=1.

i<j
Stoga je € jedini¢ni vektor. Svaki vektorn € U\{ey, ..., &} moZe biti povezan maksimalno
s jednim od vektora &1, ..., &, jer bi u suprotnom napravio ciklus (5to je u kontadikciji s

korakom (3)). To povla¢idajeili(n|e) =0ili(n|e) = (| &) zal <i < k. U oba slucaja
vrijedi 4(17 | €)* = 0, 1, 2 ili 3. Odavde slijedi da je U’ dopustiv.
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(7 I ne sadrZi podgrafove sljedeceg oblika:

o]
(o]

Pretpostavimo za svakog od gornja tri grafa da je on graf I' nekog dopustivog skupa.
Odmabh je ocito da zadovoljavaju svojstva (1), (2), (3) 1 (4). Medutim, ukoliko primijenimo
korak (6) 1 jednostavan lanac zamijenimo s jednim vrhom, dobit ¢emo redom sljedece
grafove:

Bududi da u svakom grafu postoji jedan vrh koji sadrZi Cetiri spojnice, ocito je da takvi
grafovi ne zadovoljavaju korak (4), ¢ime je tvrdnja (7) dokazana.

(8) Povezani graf T nekog dopustivog skupa ima jedan od sljedecih oblika:
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O O
€1 Ep Mg m
o
{r—l
O O
€1 Ep-1 ¥ Ng-1 m

Doista, kako je pokazano u koraku (5), graf == je jedini graf koji sadrZi tri
spojnice. Povezan graf koji sadrzi viSe dvostrukih spojnica imao bi podgraf koji korak
(7) zabranjuje pa je moguca samo jedna dvostruka spojnica unutar grafa. Nadalje, ako bi
graf imao jednu dvostruku spojnicu tada ne bi mogao imati nijedan ¢vor, tj. vrh spojen s
3 razli¢ita vrha (Slika [2.1), jer bi to bilo u kontradikeiji s korakom (7). Iz toga moZemo
zakljuciti da je jedini mogudi graf koji sadrzi jednu dvostruku spojnicu upravo:

o o .
€l Ep Mg m

Naposlijetku, neka graf I' sadrzi samo jednostruke spojnice. Ukoliko taj graf ne sadrzi
neki ¢vor, tada je on jednostavan lanac (iz razloga $to korakom (3) nisu dopusteni ciklusi).
Posljednja moguénost je da su sve spojnice jednostruke te da graf sadrzi ¢vor. Jedini oblik
grafa koja zadovoljava tu pretpostavku je opisan kao posljednji graf koraka (8).

Slika 2.1: Cvor
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(9) Jedini povezani grafovi I" oblika

o 1}
€] &p g Uit

su Coxeterov graf F,

i Coxeterov graf B,(=C,)

O

Neka je & = Y7 ie; i neka je y = X7 in;. Iz dokaza koraka (2) znamo da vrijedi

2(¢; | €ix1) = =1 = 2(n; | ni4+1). Bududi da su ostali parovi ortogonalni, vrijedi:
p p-1
1
(cley=Y 2= > ii+1)=" (p th 2.2)
i=1 i=1
S g(q+ 1)
(n|n)—Z Z’< +1) =20 (2.3)

i=1 i=
Nadalje, znamo da vrijedi 4(¢, | n,)* = 2, pomoc¢u Cega zaklju¢ujemo:
24

(eln) = p*q’(e, | n,) = - (2.4)

Budu¢i da su £ 1 77 linearno nezavisni, pomoc¢u Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakosti
mozemo iz jednakosti (2.2) (2.3) i (2.4) dobiti sljedece ekvivalentne nejednakosti:

(e1m)? < (el&)|n)
P’e _ppt1) glg+ D)
2 2 2
2>(p-Dlg-D.

Jedine mogucénosti su da je p = g = 2 (Sto je upravo Fy) te p = 1 za proizvoljan g, odnosno
q = 1 za proizvoljan p (Sto su zapravo B,(=C,)).

(10) Povezan graf T Cetvrtog oblika grafa opisanog iz koraku (8) je ili Coxeterov graf
D, ili Coxeterov graf E,, (n = 6,7, 8).
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Neka sue = Y7 ig,n= Y7 inii{ = Y, if; (kao na Slici[2.2). Jasno je dasu &, 71
{ medusobno ortogonalni, linearno nezavisni vektori i da ¢ nije u njihovoj ljusci. Neka su
01, 6, 1 05 kutovi izmedu ¢ 1 redom vektora &, i71 . Sli¢no kao u dokazu koraka (4) vrijedi
nam cos” 6; + cos? 6, + cos? 6; < 1. Koriste¢i jednakosti (2.2)) 2.3) i (2.4), takoder imamo

_plp—1) _q(g-1) _r(r=1)
(8'8)— 2 B (77|77)— 2 9 ((lg)_ 2

Sada moZemo izracunati cos’ 6;:

2 C1(e 2 a(p— 1R
oo, = ELW 1 =D [0 2p- 1)
(ele) (ele) 4p(p—1)

_p-t_ 11

2p 2\ p)

Na analogan nacin dobivamo:

1 1 1 1
coszezzi(l—g), coszﬁgzi(l—;).

Zbrajajudi tri potonje jednadzbe imamo:

1 1
—(1——+1—1+1—1)<1
2 p q r

ili jednostavnije zapisano

I 1 1
—+-+-=->1

. (2.5)

(2.6)

(2.7)
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0 &
{r—l
£ Ep-i v Mg-1 Ul
Slika 2.2

Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je % < é < % < % Naime, da vrijedi p,
g ili r=1 tada bi imali graf oblika A,. Nadalje, nejednadzba (2.7)) implicira da vrijedi
3.3

- > _ 1
2_r>

paje stoga r = 2. Uvrstimo li potonji rezultat u jednadzbu (2.7) imamo 11—7 + 511 > % odnosno
%1 > 1 pa vrijedi 2 < g < 4. U slucaju kada je ¢ = 2 tada mora vrijediti % > 0 $to vrijedi za
svaki p > 1. U drugom sluaju kada je ¢ = 3 vrijedi > ¢ pa samim time i p < 6. Stoga,
sve mogucnosti dane su u Tablici [2.1]. m|

Ovi koraci nam pokazuju da su svi povezani grafovi dopustivih skupova nekog vektor-
skog prostora opisani Coxeterovim grafovima A-G. Drugim rije¢ima, svaki Coxeterov graf
nekog sistema korijena mora biti jedan od nabrojanih tipova. Kao §to je reCeno na pocetku,
Coxeterovi grafovi jedinstveno odreduju Dynkinove dijagrame osim u slu¢ajevima B, i C,,.
Stoga, iako je ovo jedan od vaZnijih teorema on ¢e nam puno pomoc¢i kod dokaza isto tako
vaznog Teorema [3.1.1] No prije toga vidjet ¢emo i matrice nasih tipova.

Coxeterov graf p

q r
D, eN 2 2
Es 3 3 2
E; 4 3 2
Eq 5 3 2

Tablica 2.1



POGLAVLIJE 2. KLASIFIKACIJA SISTEMA KORIJENA 24

2.2 Cartanova matrica tipa A-G

Nakon Sto smo klasificirali sve tipove povezanih grafova koji oznacavaju dopustive sku-
pove u vektorskom prostoru, pokusat ¢emo zapisati i njihove Cartanove matrice. Ocito Ce
biti rije¢ samo o kvadratnim matricama. Pomo¢i ¢e nam i Primjer Za razliku od
dokaza Teorema [2.1.1] ovog puta neCemo ignorirati dimenziju vektorskog prostora V, ve¢
¢emo je oznaciti oznakom ¢ i ona ¢e ujedno oznacavati i red kvadratne matrice. Za pocetak
promotrimo tip A,. Coxeterov graf tipa A, je oblika

o o,

1 2 3 -1 4

Vidimo da se on sastoji od ukupno ¢ vrhova povezanih jednostrukim spojnicama, $to nam
daje do znanja da ¢e kvadratna Cartanova matrica biti reda €. To je 1 vidljivo na Slici
gdje je prikazana Cartanova matrica od A,.

2 -1 0 O 0 O
-1 2 -1 O 0 O
0 -1 2 -1 0 O
0O 0 -1 2 0 O
o 0 o o0 --- 2 -1
o 0 o0 0 -~ -1 2

Slika 2.3: Cartanova matrica za tip A,

Promotrimo sada tip B, Ciji je Dynkinov dijagram

o o,

1 2 -2 -1 14

Sli¢no kao kod tipa A, imamo ukupno ¢ vrhova koji su povezani jednostrukom spojnicama,
osim zadnja dva koja su povezani jednom dvostrukom spojnicom. Ve¢ sada nam je jasno
da ¢e se matrica za tip A, 1 matrica za tip B, razlikovati samo u zadnjem bloku u kojem se
nalazi kvadratna matrica reda n = 2 (Slika 2.4).
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2 -1 0 O 0 O
-1 2 -1 0 0 O
0 -1 2 -1 0 O
0O 0 -1 2 0 O
o o o o0 - 2 =2
o 0 o0 0 -~ -1 2

Slika 2.4: Cartanova matrica za tip B,

Sada nam stize tip C, Ciji je Dynkinov dijagram

O

O,
1 2 -2 -1 ¢

Primijetimo da za tipove B, i C, promatramo Dynkinove dijagrame umjesto Coxeterovih
grafova. Ve¢ smo na par mjesta naglasili da su Coxeterovi grafovi tipa By i tipa C, jednaki,
dok se njihovi Dynkinovi dijagrami razlikuju po tome S$to se na dvostrukoj spojnici nalazi
strelica okrenuta prema kracem vektoru. Cartanova matrica za tip C, (Slika [2.5) je jako
sli¢na Cartanovoj matrici za tip B, 1 razlika je ponovno samo u kvadratnoj matrici reda 2
koja se nalazi u donjem desnom bloku.

2 -1 0 O 0 O
-1 2 -1 O 0 O
0 -1 2 -1 0 O
0 0 -1 2 0 O
o o o0 o0 - 2 -1
o o o0 o0 - =2 2

Slika 2.5: Cartanova matrica za tip C;

Promotrimo sada tip D, Ciji je graf
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Za razliku od prethodna tri tipa, ovaj graf sadrzi ¢vor. ZapiSimo sada Cartanovu matricu za
ovaj tip (Slika[2.6).

2 -1 0 O 0 0 O
-1 2 -1 O 0 0 O
0 -1 2 -1 0 0 O
0O 0 -1 2 0O 0 O
o o0 o o - 2 -1 -1
o o0 o o - -1 2 0
o o0 o o0 - -1 0 2

Slika 2.6: Cartanova matrica za tip D,

Vidimo da ¢e blok matrica reda 3 koja se nalazi u donjem desnom kutu Cartanove
matrice D, predstavljati taj ¢vor. Cvor e se javiti 1 u sljedeca tri tipa, a to su Eg, E7 1 Eg,
¢iji su grafovi:

E, .
1 3 4 5 6
2
E7 . o
1 3 5 6 7
2

Eg : o o,
1 3 4 5 6 7 8

Cartanove matrice tipova E¢ 1 E7 su prikazane na Slici dok je Cartanova matrica od
Es na Slici [2.8] Lako je za vidjeti da je Cartanova matrica tipa E sadrzana unutar Carta-
nove matrice od E; te da su obje sadrZzane unutar Cartanove matrice Eg. Naravno, to smo i
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2 0-1 0 0 O O

2 0-1 0 O O 0O 2 O0-1 0 0 O
0O 2 0-1 0 O -1 0 2 -1 0 0 O
-1 0 2 -1 0 O 0 -1-1 2 -1 0 O
0O -1 -1 2 -1 0 0O 0 0-1 2 -1 0
O 0 0 -1 2 -1 0O 0 0 0 -1 2 -1
O 0 0 0 -1 2 O 0 0 0 0 -1 2

(a) Eg (b) E7

Slika 2.7: Cartanove matrice za tipove Eg 1 E;.

ocekivali jer su u takvom odnosu i njihovi Dynkinovi dijagrami.

Na kraju nam ostaju joS dva tipa ¢ije smo matrice ve¢ spominjali i komentirali. To su
tipovi Fy (Primjer|1.2.5)) i G, (Primjer|(1.2.1).

2 0-1 0 O O O O
o 2 0-1 0 O O O
-1 0 2 -1 0 0 0 O
0O -1 -1 2 -1 0 0 O
o 0 0 -1 2 -1 0 O
o 0 0 o0 -1 2 -1 O
o 0o 0 O 0 -1 2 -1
o o 0 O o0 0 -1 2

Slika 2.8: Cartanova matrica za tip Eg.



Poglavlje 3

Konstrukcija sistema korijena

3.1 Konstrukcija tipova A-G

U proslom poglavlju ustanovili smo sve moguce povezane Dynkinove dijagrame ireduci-
bilnih sistema korijena. JoS nam preostaje pokazati da doista svaki od tipova A-G odgovara
nekom sistemu korijena R. Sada ¢emo prezentirati dokaz te tvrdnje slijedeci [4]].

Neka smo u vektorskom prostoru R” i neka je definiran standardni skalarni produkt
(-]-)naR". Nekasuegy,...,¢&, vektori koji formiraju standardnu ortonormiranu bazu u R”
takvi da g; ima i-tu kordinatu 1, a ostale 0. Aditivna podgrupa od R" koja je generirana tom
bazom je izomorfna grupi Z" te ¢emo je oznacavati s I. U svakom od sljedecih slucajeva
kroz ovo poglavlje V Ce biti potprostor od R". R ¢e biti definiran kao skup svih vektora
grupe I (ili neke podgrupe J od V) s unaprijed zadanom duljinom. 1z konstrukcije e biti
jasno da je R konacan i ne sadrzi O te da razapinje V pa samim time zadovoljava svojstvo
(R1). Izbor duljina vektora e biti takav da vrijedi i svojstvo (R2). Svojstva (R3) 1 (R4)
¢emo morati provjeravati posebno za svaki slucaj. Za (R3) bit ¢e dovoljno provjeriti da
refleksija o, za svaki x € R, preslikava R natrag u J, jer tada o,(R) automatski sadrzi
vektore trazene duljine. Tada ¢e (R3) slijediti iz (R4).

Osim toga, tamo gdje je to moguce u ovom trenutku, opisat ¢emo Weylovu grupu
pridruZenu tom tipu.

Neka je £ > 1. Pretpostavimo da je V ¢-dimenzionalni potprostor od R“*! ortogonalan u
odnosu na vektor &, + - - - + &,,1. Neka je

{+1
I={cie1+- - +cei&e1 ERT | 1,0 0001 €7}

28
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pa je I izomorfno Z‘*!, odnosno I = Z*!. Neka je I’ = I NV i neka je R skup svih vektora
x € I’ zakoje vrijedi (x | x) = 2. OCito jetadaR = {g; —¢; |1 <i,j < ¢, i # j}. Vektori
X; =& — &4 zal <i < {sunezavisniivrijedig; —&; = (& — &)+ + (-1 —€)) za
i < J, $to nam pokazuje da su upravo x;, za 1 <i < ¢, baza za R.

Provjerimo da je R zaista sistem korijena. OCito je R konacan i razapinje cijeli V te ne
sadrzi 0 i time zadovoljava svojstvo (R1). Bududi da je duljina svih vektora jednaka tada
je takoder zadovoljeno i svojstvo (R2). Prije svojstva (R3) provjerimo svojstvo (R4). Neka
suavipeRtakvidasua =g —¢g;iff =g —¢&,zaneke 1 <, jk,s < Ctakvidai# ji
k # s. Pokazimo da je (@, ) € Z. Vrijedi:

zz(ﬂla) :2(8k_8s|3i_8j)
(o] @) 2

Ukoliko je k = i1 s # jtadaje (a,5) = 1. Uslucajudaje k = jis # i tada je takoder
(a,B) = 1. Ukoliko je k = iis = j (ili analogno k = jis = i) onda je (@, 5) = 2. Posljednji
slucaj je da vrijedi k # i # s # j gdje je tada (@,B) = 0. Time je dokazano da vrijedi i
svojstvo (R4). Sada je za svojstvo (R3) dovoljno pokazati da za svaki a € R refleksija o,
preslikava R natrag u R. Neka su @ i 8 € R definirani kao u potonjem slucaju. Tada vrijedi:

(@.p)

= (exl &) — (&5 | &) — (e | &) + (&5 | &)).

O-(Y(ﬁ) = ﬁ - (a,ﬁ)a.

Pomocu svojstva (R4) vrijedi nam da je {(@,8) = 0,1 ili 2 i time je pokazano da je o,(5)
linearna kombinacija vektora iz R. Zanima nas jos je li (c,(8),0.(8)) = 2. Ukoliko je
k=1i1s # jtadaje {(@,f) = 1 pa vrijedi

O-w(ﬂ) =g —&— (g _8]‘) =&j— &

Sto je element od R pa je i (0,(B), 0(B)) = 2. Analogno vrijediizasluCajk = jis#i. U
slucaju k = i1 s = j(ili analogno k = ji s = i) vrijedi:

cB)=¢ei—g;—2ei—¢€)) =g — &

Slijedi da je i tada o, (8) € R. Posljednji slucaj, kada je k # i # s # j je trivijalan buduéi
da je tada 0,(B) = 8 € R. To znaci da za svaki @ € R, o, preslikava R natrag u R. Time je
pokazano da je R sistem korijena.

Pronadimo sada Weylovu grupu. Primijetimo da refleksija o, permutira vektore g; 1
i1 dok ostali vektori ostaju nepromijenjeni. Stoga o, odgovara transpoziciji (i, + 1) iz
simetricne grupe S;,;. Kako te transpozicije generiraju S¢,; postoji prirodni izomorfizam
izmedu Weylove grupe W i simetri¢ne grupe S, .
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Neka su £ > 21V = R’. Nadalje, neka je
1:{0181+"'+058¢7€R€| cl,...,c[EZ}EZ[

inekaje R = {x € I'| (x| x) = 11ili 2}. Lako je provjeriti da R uistinu sadrZi sve vektore *&;
(koji su duljine 1) 1 sve vektore +(g; + €;), i # j (koji su duljine V2). Sljedecih ¢ vektora
su linearno nezavisni:

E1—&2,E —&E3,...,E—1 — Ep, Ep.
Krace korijene mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju €; = (g;—&41)+- - -+(€p1 —€¢)+&p.
Na sliCan nacin mozemo izraziti 1 dulje korijene ¢; — ;1 ¢; + ¢;.

Analogno, kao kod tipa A, pokaZe se da je R sistem korijena. Weylova grupa ‘W djeluje
na bazu gy,...,&, od V permutacijama uz promjenu predznaka nekih ¢lanova. Stoga, ‘W
je izomorfna semidirektnom produktu grupe (Z/2Z)" i grupe permutacija S;.

Tip Ce

Neka je £ > 3 i neka je V = R’. Sli¢no kao kod tipa B;, moZemo provjeriti da vektori +2&;
zajedno sa svim vektorima +(g; + €;), za sve i # j, tvore sistem Korijena za tip C; s bazom

le1 —en8—&3,...,801 — &0, 28,

Analogno, kao kod tipa A, pokaze se da je R sistem korijena, dok je Weylova grupa za
ovaj tip izomorfna Weylovoj grupi tipa B,.

Tlp D,
Polazimo od toga daje £ > 41V = R’. Neka je
I={cie,+-+cig,€RY epy...,coeZ) =7t

inekaje R ={x€el|(x|x) =2} ={*(g +¢)), i # j}. Stoga, za bazu ¢emo uzeti £ linearno
nezavisne vektore
E1 —&2,8 —&3,...,8-1 —Ep, E-1 T E¢.

Analogno, kao kod tipa A, pokaze se da je R sistem korijena.MoZe se dokazati da je
Weylova grupa ‘W izomorfna semidirektnom produktu grupe (Z/2Z)"! i grupe permuta-
cija §,.
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TipOVi E6, E7 i Eg
Nekaje V=R¥inekaje I’ = INZ((g + -+ &5)/2), gdje je

I={cie,+--+cses €ER®| ¢1,...,c5 € Z} = 78.

Neka je J podgrupa od I’ definirana kao

8 8
J:{ZC,-65+§(81+"'+8g)'C,C,-€Z, c+Zc,-€2Z}. (3.1)

i=1 i=1

Nadalje, neka je R = {x € J | (x| x) = 2}. 1z toga slijedi da je

8 8
i,jef(l,2,...,8), iij}u{%Z(—l)kiei|ki6{0,1}, Zkiezz}.
i=1 i=1

Jedna od mogucih baza skupa R je

R:{iSiiSj

1
{5(81 +eg— (2t - +8&7), E1+&, €2~ €1, E3— &, E4—E3, E5 — E4, E¢ — E5, E7 — Ep ¢ -

Provjerimo da je R zaista sistem korijena. OCito je da je R konacan, razapinje cijeli V 1
ne sadrzi 0 pa je zadovoljeno svojstvo (R1). Svi vektori su jednake duljine pa je trivijalno
zadovoljeno i svojstvo (R2). Nadalje, bududi da vrijedi

@|f) _(@|p)
:2 :2 =
‘@B =258 2

dovoljno je pokazati da je upravo (a | 8) € Z. Buduci da su a i1 8 € R to o€ito povlaci da su
a, B € Jtakvida (o | @) = (B]6) = 2. Stoga postoje ¢;, ¢, d;,d € Zzasvakii € {1,2,...,8},
gdiejec+ Y% ci€2Zid+ Y2, d; € 2Z, takvi da vrijedi

(a|p) (3.2)

8
C
Zci€i+§(81+"'+88)
i=1

8

(0

d
d,~e,~ + —(81 + -+ 88).
- 2

B

1z toga slijedi

c+d

d
(al,B):cldl+---+%(d1+---+d8)+§(c1+---+c8)+c8d8+
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Bududi da su svi pribrojnici iz Z tada je 1 (@ | B) € Z, odnosno {(« | B) € Z. Time je i
svojstvo (R4) pokazano. Promotrimo sada (R3). Znamo da za neke @ i 8 € R vrijedi

T (B) =B—Bla)a (3.3)

Ocito je 0, (B) € J je linearna kombinacija dvaju vektora iz J pa je dovoljno pokazati da je
(0o(B) | 04(B)) = 2. Radunamo

@B o) =B-Blaya|f-Bla)a)
=BIB-BloBla)-Blae|p)+Bla)@]a)
=2-28la) +2B|a)
=2

pa slijedi 1 svojstvo (R3). R je sistem korijena.
Kod tipova E¢ 1 E; jedina je razlika u tome Sto se oni realiziraju na potprostorima
V' =R0iV”"=R"0dV.
Nekaje V=R*inekaje I’ = I + Z((g| + &, + &3 + £4)/2), gdje je
I ={cie] + 267 + 383 + 484 ERY| ¢1,¢a, 3,04 € 2} = 74,
Nekaje R = {x € I’ | (x| x) = 1ili 2}. Stoga, R sadrZi sve vektore oblika +¢; 1 +(&; + &) za

sve i, j € {1,2,3,4}, takvi da i # j. Na analogan nacin kao kod tipa Eg pokaze se da je R
zaista sistem korijena. Za bazu mozemo uzeti skup

&2 —&3.865 — &4, 84, 5(81 — & — & — &)}
Tip G,
Neka je V potprostor od R? ortogonalan na &, + &, + &3. Neka je I’ = I NV gdje je
I={cie| + e+ 385 €RY| ¢1, 00,03 € Z) = 7°.
Definirajmo skup R = {x € I’ | (x | x) = 21li 6}. Iz toga slijedi da je R = +{e| — &, & —

&3, €1 — &, 261 — & — &, 26, — & — &, 2&3 — £ — &}. PokaZzimo da R zadovoljava sva
svojstva sistema korijena. Svojstva (R1) i (R2) zadovoljena su trivijalno. Primijetimo da se
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u skupu R nalaze dva osnovna tipa vektora 8 = €;—€;16, = 2e;—€;—¢&c zal, j, k € {1,2, 3}
takve da i # j # k. Tada za svaki @ € R vrijedi:

@B (@lp)

<a”81>_2(ﬁ1 ) =2 5 = (a|B1) (3.4)
@B (@B (@]B)

(@,Ba) = 2(52 P 2 e - 3 (3.5

Vrijednost (@ | 8;) moZe biti -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 pa iz toga i (3.4) slijedi (@,B;) € Z.
Takoder, (| 8;) moZe biti -6,-3,0,3,6 paiz togai (3.5)) slijedi (@, B8,) € Z. Ovim je pokazano
svojstvo (R4). Nadalje,
op (@) = a—(a|B1)p (3.6)
0p,(@) = a — (| B2)B2 (3.7)

1z Cega slijedi

(05, (@) | 75, (@) = (@ | @) = 2(a | B1) + (@ | B1)*B1 | B1)
=(a]a)-2|B)+2a|p)

= (a]a)
2 2
(0 (@) | op,(@) = (@ | @) - (“;ﬁ ), @ 'f 2 3,1 8,)
2
el 2(a3|,82) N 6(a|9ﬁz)
= (a | a).

U oba slucaja je (o | @) = 2 ili 6 pa je zadovoljeno i svojstvo (R3).
Primjer neke baze od R koju moZemo izabrati je

{e1 — &, —2&1 + & + &3}.

Prethodnom diskusijom dokazali smo sljedeci teorem o konstrukciji tipova A-G.

Teorem 3.1.1. Za svaki Dynkinov dijagram (ili Cartanovu matricu) tipova A-G, postoji
ireducibilni sistema korijena koji ima taj dijagram.
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3.2 Liejeve algebre

Cilj ove tocke je ilustrirati vezu izmedu sistema korijena i prostih Liejevih algebri. Prateci
[3], to ¢emo uciniti na primjeru specijalne linearne Liejeve algebre sl,(C).

Definicija 3.2.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem C. Neka je definirana operacija
VXV =V, (x,y) = xy, za x,y € V. Takvu operaciju ¢emo nazivati bilinearna, ako
vrijede sljedeca dva svojstva:

xy+2)=xy+xz, ((x+yz=xz+yz, zasvex,y,z€V

Alxy) = (Ax)y = x(1ly), zasvex,ye€ VizasvedeC.

Prvo svojstvo nazivamo biaditivnost ili obostranu distributivnost, a drugo bihomoge-
nost.

Definicija 3.2.2. Algebra nad poljem C je vektorski prostor V nad poljem C na komu je
zadana bilinearna operacija -: V X V — V. Nadalje, za algebru kaZemo da je asocijativha
akoje (x-y)-z=x-(y-z) zasve njene elemente x, y, z.

Definicija 3.2.3. Vektorski prostor V nad poljem C s operacijom [ -, -] : VXV — V, koju
uobicajeno oznacavamo sa (x,y) — [x,y] 1 nazivamo komutator od x i1y gdje su x,y € V,
nazivamo Liejeva algebra nad C ako vrijede sljede¢i aksiomi:

(L1) Komutator je C-bilinearna operacija.
(L2) [x,x] =0zasvexe V.
(L3) [x, [y, 2]l + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, zasve x,y,z € V.

Svojstvo (L3) zove se Jacobijev identitet. 1z svojstva (L1) i (L2) vrijedi

0=[x+y,x+yl =[xyl +[xy]+[x]+ [yl =[xyl + [y x] (3.8)

iz Cega slijedi [x, y] = —[y, x].

Neka su H i K potprostori Liejeve algebre g. Tada definiramo [H, K] kao potprostor
razapet svim komutatorima [x,y] gdjesux € Hiy € K.

Primjer 3.2.4. Neka je asocijativna algebra 8 vektorski prostor V nad poljem C. Defini-
ramo
[x,y]=xy—yx, zasvex,yeV. (3.9)

Lako se moZe provjeriti da je 8 s ovako definiranom operacijom [ -, - ] Liejeva algebra.
Oznacavat ¢emo je s Lie(V).
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Definicija 3.2.5. Neka je g neka Liejeva algebra nad C. Podskup H od g nazivamo podal-
gebra od g ako je H potprostor od g i vrijedi [H, H] € H. Tada je H sama po sebi Liejeva
algebra s istim operacijama kao i g.

Definicija 3.2.6. Neka je H podalgebra neke Liejeve algebre g. Neka je
N(H)={xeg|[h,x] € H, zasve h € H}. (3.10)
N(H) se tada zove normalizator od H u Liejevoj algebri g.

Napomena 3.2.7. Primijetimo da je N(H) podalgebra od g. Neka su x,y € N(H). Tada
vrijedi

(7, [x, y11 = [[y, i1, x] + [[h, x], y] € H.
Stoga [x,y] € N(H) i N(H) je podalgebra.

Definicija 3.2.8. Podalgebra H od Liejeve algebre g naziva se Cartanova podalgebra ako
je H nilpotentan, tj., vrijedi H* = 0 zaneki k e Ni H = N(H).

Neka su g i} dvije Liejeve algebre. Preslikavanje 6 : ¢ — b nazivamo homomorfizam
Liejevih algebri ako je 0 linearan i vrijedi

0[x,yl = [6x, Oy,

zasve x, y € g. Ukoliko je to preslikavanje i bijektivno tada ¢e se ono nazivati izomorfizam
Liejevih algebre.

Neka je g Liejeva algebra i neka je asocijativna algebra 8 vektorski prostor V nad
poljem C. Tada ¢emo preslikavanje ¢ : g — V, koje je homomorfizam Liejeve algebre g u
Liejevu algebru Lie(V) zvati Liejev morfizam Liejeve algebre g u asocijativnu algebru 8.

Primjer 3.2.9. Neka je V vektorski prostor nad poljem C. Neka je L(V) asocijativna al-
gebra svih linearnih operatora na vektorskom prostoru V. Neka je g Liejeva algebra nad
poljem C. Liejev homomorfizam 7 : ¢ — L(V) zove se reprezentacija Liejeve algebre g
na vektorskom prostoru V. Dakle, reprezentacija Liejeve algebre g nad poljem C je presli-
kavanje  koje svakom elementu x € g pridruzuje linearan operator m(x) : V — V ukoliko
su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

m(x +y) =n(x) +7y), 7a(dx)=An(x), #(lx,y]) = 7()7(y) - 7(y)r(x),

zasve x,y € gizasve d € C.
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Primjer 3.2.10. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem Cin =dim
V. Neka je L(V) asocijativna algebra svih linearnih operatora na vektorskom prostoru V
i neka je M,(C) skup svih kvadratnih matrica n X n. Liejevu algebru Lie(L(V)) oznaCavat
¢emo sa gl(V) i vrijedi dim gl(V) = n?. Za svaku bazu prostora V moZemo konstru-
irati izomorfizam Liejeve algebre gl(V) na Liejevu algebru Lie(M,(C)). Liejevu algebru
Lie(M,(C)) oznacavat ¢emo s gl,(C).

Definicija 3.2.11. Linearna Liejeva algebra je bilo koja Liejeva podalgebra od gl(V) za
kona¢nodimenzionalni vektorski prostor V.

Liejeva algebra gl(V) zove se opéa linearna Liejeva algebra.

Primjer 3.2.12. Promotrimo nama vaZan primjer linearne Liejeve algebre. Neka je V
kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem C. Neka sl(V) oznaCava skup svih
linearnih operatora kojima je trag jednak nuli i analogno neka sl,(C) oznacava skup svih
matrica nXn traga 0. Buduci da je trag komutatora dvaju operatora, odnosno, dviju matrica,
uvijek jednak nuli sI(V) je Liejeva podalgebra od gl(V) i sl,(C) je Liejeva podalgebra od
al,(C). Liejeva algebra sl(V) zove se specijalna linearna Liejeva algebra. Nadalje, vrijedi
dim sl,(C) = n> — 1. Pretpostavimo da je n > 2. Tada sl,(C) ima bazu

{En —Ey», En—-Ex, ..., Ejp1—Ey, Ej|ll<i#j< n},
gdje su E;; n X n nul matrice s jedinicom na poziciji (i, j).

Primjer 3.2.13. Neka je g Liejeva algebra. Definiramo preslikavanje ad x : ¢ — g na
sljedeci nacin:

(ad x)y = [x,y], (3.11)
za sve y € g. Tada imamo i
ad [x,y] =ad xad y —ad y ad x. (3.12)
Definicija 3.2.14. Neka je V vektorski prostor nad C s bilinearnom operacijom ( -, - ) :
V x V — C definiranom kao
(x,y) = tr(ad x ad y). (3.13)

Tako definiranu bilinearnu operaciju zvat ¢emo Killingova forma.

Znamo da vrijediad x : V —» Viady: V — Vpatimeiad xady: V — V. Stoga
vrijedi tr(ad x ad y)e C.
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Propozicija 3.2.1. Neka je H skup svih dijagonalnih matrica u sl,(C). Tada je dim H =
n—11i H je Cartanova podalgebra od s1,(C).

Dokaz ove propozicije moZe se pronaci u knjizi [3], Poglavlje 4.
Podskup 7 Liejeve algebre L naziva se ideal od L ako je I potprostor od L i ako vrijedi

[/,L] c I. MoZemo primijetiti da je potonji uvjet jednak uvjetu [L, /] C I. Stoga, nema
razlike izmedu lijevih i desnih ideala u Liejevim algebrama. Svaki ideal je obostran.

Definicija 3.2.15. Liejeva algebra g je prosta ako ona nije komutativna i ne sadrzi nijedan
netrivijalni ideal.

Zahtjev nekomutativnosti znaci da isklju¢ujemo slucajeve g = {0} i dim g = 1.

Napomena 3.2.16. MoZe se dokazati da je sl,(C) prosta Liejeva algebra te da gl,(C) nije
prosta Liejeva algebra.

Neka je L prosta Liejeva algebra 1 neka je H Cartanova podalgebra od L. Tada imamo
dekompoziciju algebre L kao
I = @ L, (3.14)
2

gdjeje Ly = {x € L|(ad h)x = A(h)x zasve h € H } 1 gdje je A element dualnog vektorskog
prostora H* (opisano u [3], Poglavlje 2).

Takoder znamo da vrijedi Ly = H (knjiga [3]], Poglavlje 4). Linearni funkcionali A na
H takvidaje A # 01 L, # O se nazivaju Kkorijeni od L u odnosu na H. Skup svih korijena
od L u odnosu na H oznacavamo s R. Stoga imamo

L:H@(@La). (3.15)
a€R
Ovakva dekompozicija naziva se Cartanova dekompozicija od L u odnosu na H.

Propozicija 3.2.2. Neka je H podalgebra dijagonalnih matrica u sl,(C). Tada je Carta-
nova decompozicija od s1,(C) u odnosu na H

s,(C) = H® ) CEy;. (3.16)

i#]

Dokaz potonje dvije propozicije moZe se pronaci u knjizi [3]], Poglavlje 4.
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Propozicija 3.2.3. Korijeni od s1,(C) u odnosu na H su linearni funkcionali H — C zadane

s
A

> A4-A; i#] (3.17)

Ay

Dokaz. Slijedi direktno iz Cartanove dekompozicije dane u Propoziciji[3.2.2]

Sada izracunajmo vrijednost Killingove forme na H.

Propozicija 3.2.4. Neka su x,y € H takvi da je x = Y| LE; iy = Y, wEy. Tada je
Killingova forma od x i y jednaka 2n tr(xy).

Dokaz. Znamo da je Killingova forma od x i y jednaka tr (ad x ad y). Budu¢i da vrijedi

(ad X) (ad y)Eij = (/ll - /lj)(/li _l-lj)Eij zai# ]1 (ad X) (ad y)H =0

tada n
tr (ad x ad y) = Z (i = )i — )
iy
Stoga vrijedi

tr (ad x ad y) = Z(/li — )i — ;)
i, ]
i#j

_ ;/li,ui + ;Ajpj—;/liﬂj;ﬂjﬂi
= 2n tr(xy) - [Z /1,-) [Zj: u j] _ (Z Aj] [Z M)

i J
= 2n tr(xy).

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice da vrijedi }}; 4; = X; i; = O. O
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Sazetak

U ovom radu promatrali smo sisteme korijena pridruzene Liejevim algebrama. Na pocetku
smo definirali Sto su to sistemi korijena i $to je to ortogonalna refleksija pridruZena ele-
mentima sistema korijena. Nakon toga definiramo i bazu sistema korijena. Ovime i de-
finiranjem ireducibilnih sistema korijena dobili smo vazan alat za proucCavanje samih Li-
ejevih algebri. Pokazali smo 1 dva osnovna nacina zapisivanja korijena. Jedan od njih je
grafi¢ki nacin pomocu Coxeterovih grafova, odnosno Dynkinovih dijagrama. Drugi nacin
je pomodu takozvanih Cartanovih matrica. Nadalje, prelazimo na Weylove grupe koje
definiramo kao podgrupe grupe svih automorfizama nekog sistema korijena generirane re-
fleksijama sistema korijena. Sada nam se samo postavlja pitanje moZemo li zapisati sve
moguce sisteme korijena? Njihovom klasifikacijom i konstrukcijom dobivamo potvrdan
odgovor. Kroz klasifikaciju, koja se sastoji od deset koraka, dolazimo do kona¢nog za-
kljucka da je broj tipova sistema korijena kona¢an odnosno, drugim rije¢ima, da moZzemo
sve sisteme korijena klasificirati kao tipove A-G. Kroz konstrukciju zaklju¢ujemo da za
svaki Dynkinov dijagram (ili Cartanovu matricu) tipova A-G postoji ireducibilan sistem
korijena koji ima upravo taj dijagram (ili matricu). Naposlijetku, promatramo Liejeve al-
gebre te ilustriramo vezu izmedu njih i sistema korijena uz primjeru specijalne linearne
Liejeve algebre sl,(C).



Summary

In this thesis we considered the root systems associated with Lie algebras. At the begin-
ning, we defined root systems and orthogonal reflection associated to the elements of the
root system. After that, we define the basis of the root system. By doing this and defining
the irreducible root systems, we established an important tool for studing Lie algebras. We
also showed two basic methods of presentation of root systems. One of them is the grap-
hical with Coxeter graphs and Dynkin diagrams. The other is with the so-called Cartan
matrices. Furthermore, we move on to Weyl groups, which we define as the subgroups of
the root system automorphism groups, generated by all reflections of the root system. Now
the question is, can we write down all the possible root systems? By their classification
and construction we get a positive answer. Through the classification which consists of
ten steps, we come to the final conclusion that the number of root system types is finite
or, in other words, that we can classify all root systems as types A-G. Through construc-
tion, we conclude that for each Dynkin diagram (or Cartan matrix) of types A-G there is
an irreducible root system that has exactly that diagram (or matrix). Finally, we observe
Lie algebras and illustrate the connection between them and the root systems using the
example of special linear Lie algebra s,,(C).
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