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Uvod

Svijet magije oduvijek je intrigirao CovjeCanstvo. lako se zna da nema niceg nadnaravnog
u trikovima koje izvode madionicari, bolje receno iluzionisti jer tu se radi upravo o tome
- iluziji, ipak uZivamo na tren odlutati u svijet u kojem nemoguce postaje mogucée. Kakve
to veze ima s matematikom? Zasigurno bi malo tko, razmiS$ljajuci o tome Sto se nalazi u
pozadini nekog trika pomislio da je rije¢ o matematici. Vjerojatno bi se kladili na posebne
rekvizite 1 majstorije koji gledatelja "varaju" skrecuéi mu pozornost na neke druge stvari
dok se trik odvija, a pod "matematicke trikove" bi uglavnom uvrstili ne bas toliko zabavnu
"magiju" (koja, istina, sadrzi vrlo malo matematike u sebi) gdje se karte beskonac¢no dijele
u hrpe, a gledatelji se pitaju koliko ¢e jo§ dugo morati pristojno sjediti. Ipak, postoji
Citava lepeza zabavnih trikova s kartama, kovanicama, kockama i drugim objektima koji
su bazirani upravo na netrivijalnim matematickim principima, a koji dalje otvaraju vrata
novim matematickim spoznajama i primjenama u brojnim sferama Zivota.

Za ilustraciju, razmotrimo Gibreathov princi on nam govori da, ukoliko imamo una-
prijed sloZeni $pil parne duljine u kojemu boje karata alterniraju (naizmjence su sloZene
crvena karta, zatim crna karta pa ponovo crvena itd. ili obrnuto), nakon mijeSanja Spila
na odredeni nacin koji nazivamo Gilbreathovo mije§anjeE] dobivamo $pil iz kojeg moZemo
uzimati, "otkrivati", redom po dvije karte s vrha (ili dna) $pila i pritom ¢e u svakom takvom
paru jedna karta biti crvene, a druga crne boje.

Mnogo razlicitih kartaskih trikova zasnovano je bas na Gilbreathovom principu, no ono
Sto ga €ini joS vaznijim jest to da on ima primjenu i izvan trivijalne matematike. Primjerice,
usko je povezan s Mandelbrotovim skuponﬂ, a otkriveno je i da ima primjenu i u Penrose-

'Norman Gilbreath je americki matematic¢ar i madioni¢ar zasluZan za otkriée navedenog principa 1958.
godine koji je stoga i nazvan po njemu.

2 Alternirajuéi $pil je okrenut licem prema dolje, moZe ga se i presijecati proizvoljan broj puta. Potom,
drzedi u ruci S$pil okrenut licem prema dolje, uzimaju se karte, jedna po jedna s vrha i stavljaju se na stol:
svaka nova na prethodnu (pritom su karte posloZene na stol cijelo vrijeme i dalje okrenute licem prema dolje).
Kada se na taj nacin podijeli od prilike polovica $pila (jedna "polovica" nalazi se u ruci, a druga je na stolu),
karte iz jedne polovice "uguraju se" izmedu karata iz druge (tzv. "Riffle Shuffle").

3Neka je ¢ proizvoljan kompleksni broj. Ako je niz zadan iterativno formulom zo = 0, 7,41 = 22 + ¢
ogranicen, kazemo da ¢ pripada Mandelbrotovu skupu. U suprotnom, kaZemo da c ne pripada Mandelbrotovu
skupu.
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ovoj teoriji poploCavanja ravnine te se koristi u dizajnu racunalnih algoritama za postupke
sortiranja.

Postoje brojni matematicki principi koji se koriste za izvodenje trikova, no u ovom radu
zaustavit ¢emo se na magiji koja se koristi de Bruijnovim nizovima. Iako su ime dobili po
Nizozemskom matematiCaru Nicolaasu Govertu de Bruijnu koji je o njima pisao 1946.
godine, ovi nizovi pojavili su se puno ranije. Najraniji poznati zapis nalazi se u Pingali,
sanskrtskom prozodijskom tekstu u kojem se svakom moguéem trosloZznom uzorku dugih
1 kratkih slogova daje ime (primjerice "y" za uzorak kratki-dugi-dugi ili "m" za dugi-dugi-
dugi). 1894. godine A. de Riviere postavio je problem postojanja ciklickih nizova nula
1 jedinica duljine 2" koji sadrze svih 2" binarnih kombinacija duljine n. Problem je iste
godine rijeSila Camille Flye Sainte-Marie koja je dokazala da oni uistinu postoje. 1934.
M. H. Martin dokazao je postojanje takvih nizova za alfabet proizvoljne duljine te dao
algoritam za njihovu konstrukciju. Konacno, kada je 1944. Kees Posthumus postavio tezu
o tome da takvih razli¢itih binarnih nizova ima 22" ", a de Bruijn ju 1946. godine dokazao,
ovaj problem postao je Siroko poznat.

U ovom diplomskom radu koji se sastoji od Cetiri poglavlja, prva tri prvenstveno se
oslanjaju na literaturu [1]. U prvom poglavlju pomocu kartaskog trika uvode se osnovni
pojmovi vezani uz de Bruijnove nizove te daju razli¢ite metode za njihovu konstrukciju.
U drugom poglavlju opisane su razne primjene de Bruijnovih nizova; one nevezane uz
magi¢nu matematiku, da bi se u tre€em ponovo vratili na kartaske trikove koji ukljucuju
generalizaciju de Bruinjnovih nizova - univerzalne cikluse. Cetvrto poglavlje predstavlja
prakti¢ni dio, to¢nije programsku realizaciju de Bruijnovih nizova koji se, kao Sto je veé
spomenuto, nalaze u pozadini trikova opisanih u radu.



Poglavlje 1

(v?arolija de Bruijnovih nizova

De Bruijnovi nizovi imaju Siroku primjenu; koriste se, primjerice, u isto¢noindijskoj glazbi,
za robotski vid, u kriptografiji za stvaranje tajnih Sifri te za izvodenje trikova. Upravo
tako, opisujuci jedan kartaski trik, bit ¢e objasnjen pojam de Bruijnovih nizova u ovom
poglavlju. U tu svrhu, koristit ¢e se osnovna znanja iz podrucja teorije grafova, konacnih
polja i kombinatorike.

1.1 Uvod u de Bruijnove nizove

Primjer 1.1.1. Publika vidi izvodaca trika koji nasumicno odabire pet gledatelja te im
daje Spil karata. Svaki od njih ,,presijeca“ Spil (razdvoji ga na dva proizvoljna dijela
i zamijeni im mjesta) i dodaje Spil iducem odabranom sudioniku. Kada zadnji sudionik
presijece Spil, izvodac ga zamoli da uzme kartu s vrha i preda Spil sudioniku od kojeg ga
Jje dobio koji potom ucini isto, sve dok se Spil konacno ne nade u rukama prvog sudionika
koji takoder uzima kartu s vrha. Sada izvodac pokuSava ,,pogoditi“ koje su karte izvucene.
Na suptilan nacin, on pokusSava doznati koji su ¢lanovi izvukli, primjerice, crvenu kartu.
Kada to dozna, izvodac moZe tocno imenovati svaku kartu pojedinog sudionika.

Tajna ,,desifriranja trika*“ leZi u pitanju: , koji ¢lanovi publike imaju crvenu (ili crnu)
boju karte?“. Svaki ¢lan moZe na to pitanje odgovoriti na dva nacina: ,,imam crvenu kartu
/ nemam crvenu kartu (imam crnu kartu)*“, a s obzirom na to da je odabrano pet ¢lanova,
postoji 2-2-2-2-2 = 25 = 32 moguca odgovora. Dakle, za izvedbu trika nuzno je bilo
imati $pil od upravo 32 karte. Ono sto publika ne zna jest da su te karte unaprijed paZzljivo
posloZene po sljedecem pravilu (konkretno, u ovom slucaju za k =5):

svaki niz od k € N uzastopnih karata u Spilu od n = 2F karata je medusobno razli¢it s
obzirom na boju karata. Ovo pravilo vrijedi cikliékﬂ

'Neka je s apa;...a,_; oznaden neki niz. Kada kaZemo da neko pravilo u tom nizu vrijedi cikli¢ki, to
znaci da ono vrijedi za sve nizove oblika a;aj;...a,-1a0a;...a;-1, gdjeje j=0,1,...,n—1
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Primjer 1.1.2. Kako bismo bolje razumjeli trik iz primjera promotrimo primjer spila
od osam karata (n = 8). U ovom slucaju postoji 2° mogudcih rasporeda karata, a to su:

RRR RRB RBR RBB BRR BRB BBR BBB

(gdje oznaku ’B’ koristimo za crnu boju (black), a 'R’ za crvenu (red)). TraZimo niz
sastavljen od oznaka R/B takav da zadovoljava uvjet iz prethodnog primjera pri cemu je
k = 3. Lako je provjeriti da je niz RRRBBBRB jedan takav. Zamijeni li se oznaka 'R’
znamenkom ’1°, a 'B’ znamenkom ’0’°, dobiva se niz 11100010.

Definicija 1.1.3. Neka su k € Nin € N. De Bruijnov niz reda k nad n-¢lanim alfabetom A
Jje ciklicki niz u kojem se svaki moguci podstring duljine k pojavljuje tocno jednom. Takav
niz esto oznacavamo s B(n, k), a njegova duljina je n*.

Niz iz primjera je niz reda 3, a njegova duljina je 23 (alfabet se sastoji od dva
znaka; Ri Btj. 110).

1.2 De Bruijnov graf i metode za konstrukciju de
Bruijnovog niza

Namece se pitanje: za neki dani k € N, postoji li de Bruijnov niz reda k i, ako postoji,
koliko takvih nizova ima te kako ih mozemo naci? Jedan nacin da odgovorimo na dano
pitanje Koristi teoriju grafova.

de Bruijnov graf

Promatrat ¢emo usmjereni graiﬂ s n simbola koji se konstruira na temelju preklapanja ni-
zova simbola, tj. zavrSetak jednog fragmenta istovjetan je poCetku drugog. Takav graf
nazivat ¢emo de Bruijnov graf.

Definicija 1.2.1. k-dimenzionalni de Bruijnov graf s n simbola (gdje su n,k € N) je graf
koji sadrZi n* vrhova oznacenih svim mogucim stringovima duljine k sastavljenim od danih

2Graf definiramo kao uredeni par (V,E), gdje je V skup vrhova, a E skup 2-podskupova od V koje
zovemo bridovi. Petlje su bridovi koji spajaju vrh sa samim sobom. ViSestruki bridovi oznacavaju vise
bridova izmedu para vrhova. Usmjereni bridovi su oni bridovi koji imaju orijentaciju tako da idu od jednog
vrha prema drugome te ih reprezentiramo uredenim parovima, a ne 2—podskupovima, dok kod viSestrukih
bridova E postaje multiskup. Graf koji ima usmjerene bridove zvat éemo usmjereni graf ili digraf, a graf koji
ima visestruke bridove zvat ¢emo multigraf.
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n znakova, isti simbol moZe se pojaviti vise puta u nizu. Ako je S = {sy,...,s,} skup od n
znakova, onda je skup svih vrhova

k
V:S :{(SI,SI,...,S]),(sl,SI,...,Sz),...,(Sl,S],...,Sn),(SI,...,SQ,SI),...,

(Sns Sns - -+ Sn)}-

Ako jedan vrh moZe biti izraZen pomocu drugog pomakom svih znakova za jedno mjesto
u lijevo i dodavanjem novog znaka na kraj tog brida, tada potonji ima brid prema prethod-
nom vrhu. To znaci da je skup usmjerenih bridova definiran s:

E={(t.to,....t0),(t2 .. .. 15, 5;)) 1 ; €S, 1 < i< k,1 < j<n}

Primjer 1.2.2. Neka je k = 3. Tada postoje 4 niza sastavljena od 0/1 duljine 2, i to su:
00,01, 10, 11. Slika[l.1|pokazuje de Bruijnov graf za ove vrhove. Na primjer, postoji brid
izvrha 01 u 11 jer postoji brid 011, koji zapocinje s 01, a zavrsava s 11. Svaki brid oznacen
je 0/1 trojkama.

Slika 1.1: De Bruijnov graf s 4 vrha

De Bruijnov graf teSko je nacrtati za velike k.

U grafu iz primjera moze se traziti (usmjerena) Eulerova tur Uzmimo vrh 11
kao pocetni. On moZe sam sebe ponovo posjetiti (brid 111), zatim se posjecuju redom
vrhovi: 10,01, 10,00, 01, 11. Taj ciklus jednostavno se moZe zapisati:

3Kazemo za stazu da je Eulerova staza ako prolazi svim bridovima grafa. Zatvorenu Eulerovu stazu
zovemo Eulerova tura.
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11,10,01, 10, 00,00,01, 11

Buduci da ova Setnja slijedi usmjerene bridove, svaki vrh u ciklusu ima zajednicki ,,centar*
s iduéim. Zapisujuéi ovaj ciklus samo tako da se dodaje nova znamenka kad se ona pojavi
dobiva se de Bruijnov niz (ciklus): 11101000.

Propozicija 1.2.3. Neka je n = 2. Za bilo koji k € N postoji Eulerova tura na de Bruijno-
vom grafu koja onda definira de Bruijnov ciklus reda k.

Dokaz. Po Eulerovom teoremlﬂ povezani usmjereni graf je Eulerova tura ako i samo ako
je svaki vrh parnog stupnja, tj. ima jednaki broj ulaznih i izlaznih bridova. Za de Bruijnov
graf sa Slike [I.T] postoje tocno dva izlazna brida za svaki vrh; (k — 1)-torka moZe biti
pretvorena u k-torku samo na dva nacina: ili dodavanjem O ili dodavanjem 1. Stovise,
nije tesko vidjeti da se iz svakog vrha moze do¢i u bilo koji drugi vrh u grafu slijedeéi
usmjerene bridove, tj. da je graf povezan. Dakle, zadovoljeni su uvjeti Eulerovog teorema
pa se moze koristiti i njegov zakljucak; de Bruijnov niz postoji za svaki k. Ovaj dokaz
daje svojevrsni algoritam za konstrukciju: pocni u bilo kojem vrhu (recimo u k£ — 1 nula),
odaberi bilo koji brid koji vodi iz tog vrha, obrisi ga i nastavi. Dokaz pokazuje da moZemo
iskoristiti svaki brid to¢no jednom, a da ne "zaglavimo". Stovise, dobiva se ciklus; zadnji
korak zavrSava u poc¢etnom vrhu. O

Sada se pitamo je li de Bruijnov niz jedinstven za dane n,k € N. Za pocetak, lako
mozZemo vidjeti da Eulerova tura koju smo pronasli u Primjeru |1.2.2| nije jedina Eulerova
tura u tom grafu; dobro rjeSenje bilo bi 1 primjerice 00010111. MoZemo li znati koliko
onda Eulerovih tura za takav graf, tj. de Bruijnovih nizova za neki fiksni n,k € N ima?
Odgovor na pitanje dan je u teoremu koji sljedi.

Teorem 1.2.4. Neka su n,k € N. Broj razlicitih de Brujinovih nizova je

(ny""

nk

(1.1)

Za n = 2 broj razlic¢itih de Brujinovih nizova je 22
Vratimo se sada na trik iz primjera[I.1.1] Jedan de Bruijnov niz reda k = 5 je

00000100101100111110001101110101.

“Eulerov teorem. (a) Multigraf bez izoliranih vrhova je Eulerov ako i samo ako je povezan, te je svaki
vrh parnog stupnja. (b) Multigraf bez izoliranih vrhova ima nezatvorenu Eulerovu stazu ako i samo ako je
povezan i ima tocno dva vrha neparnog stupnja.
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Zelimo li ovaj niz iskoristiti za izvedivu verziju trika, uzet éemo primjerice sve vrste karata
od asa do ,,osmice* (ukupno 32). Potom ih posloZimo prateci dani niz (nebitno je koju
tocno vrstu karte koristimo, dokle god boje, crvena(1) i crna(0), prate niz) tako da je prva
karta u nizu na vrhu, a posljednja na dnu Spila:

8, A%, 28 48 AB. 24,55 36, 64,46, A9 34,78, 74,79, 69 49 89 As 3% 6% 54, 39 T¢,
646,59, 29 54,26, 44 84, 8¢

Ovako poslozeni Spil moze biti presjecen proizvoljan broj puta; cikli¢ki uzorak de Bru-
ijnovog niza time nece biti narusen, jedino ¢e se pocetna karta promijeniti. Slika [I.2] po-
kazuje sve moguce kombinacije. Kada izvodac sazna tko ima crvenu kartu, koristi tablicu
kako bi detektirao koje su karte to¢no izvucene od strane svakog pojedinog sudionika. Pri-
mjerice, ako je treci, Cetvrti i peti sudionik izvukao crvenu kartu, izvodac suptilno pronalazi
redak tablice oznaCen s 00111 1 i$Citava da su izvuCene redom karte: 7&, 74,79, 69,49,

00000 e Ade Db 4db Al
00001 Ade 7 de dgde Adb D #
00010 2de 4 de Adh I @ 5
0001l 3 Hde 5 3% 7§
QOI00  qde Ad V4 Hde 34
DOIO1  5Sde 36 G4 48 AW
OO0 G 58 3W 74 0b
0OIIl Ve 7 79 6% 47

000 Bé& B4 S Ad I
001 A & 5 34 08
010 2é& 44 06 34 B
0l Ik G 8 48 AW Cé
00 44 AW 34 7d 7a
10 54 1V 7 68 W
[10 6& 5% 2W 54 14
1 7d 7Y oW 4% BV

e T e e T e e O e TR o B e

(0000 B4 Bd Ad Jd 4db
(0001 A+, 3& o 54 W
(0010 24, 5@ 34 54 44
0011 34 7d 7 7¥ oW
[O100 44, B4 B4 Bd A

[O101 54, 2& 44 B4 84 1 5W,. 2¥ 54 16 4
0110 64 48 AW 34 T 110 &%, 4%, 8% As b
[O11] 7% 6% 5% 2% 54 il W, 6W 4A¥ 2W Ae

DOO EBW A d b Sk
001 AW 3% 7& 78 7W
010 2%, 5% 214 44 Bé
0l IV, T4 68 5V Y
(00 4%, 5% Ae Id Ld

Slika 1.2: Lista svih mogucih uzoraka karata za niz

Pohlepni algoritam

De Bruijnovi grafovi pokazuju da, u principu, uvijek moZemo naci de Bruijnov niz te nam
daju jednu konkretnu metodu za njegovu konstrukciju, medutim, pokazat ¢e se kako postoji
joS mnogo razli¢itih konstrukcija za razli¢ite primjene. Jedna od tih metoda je ,,pohlepni
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algoritam®; pocCne se zapisivanjem k nula (gdje je k red de Bruijnovog niza) i dodaje se
jedinicu kad god je to moguce, to¢nije, dokle god se ne stvori k-Clani niz kakav je veé
sadrZan u nizu.

Primjer 1.2.5. Neka je n = 2 i k = 4. IspisSemo listu svih 4-permutacija i prateci ko-
rake pohlepnog algoritma, uklanjamo one koje smo ,, iskoristili“. Na kraju dobivamo de
Bruijnov niz

000111101100100.

Neka je n = 2. Dokazano je da, ukoliko se prate koraci pohlepnog algoritma, na kraju se
uvijek dobije de Bruijnov niz za bilo koji k € N.

Linearni pomak

Zelimo izvesti trik bez ,,3alabahtera® poput onog danog slikom Prvo zapisujemo vri-
jednosti karata (od as-a do 8) u binarnom brojevnom sustavu; s 111 je dana ,,sedmica®, a
,»osmica* se zapisuje kao 000. Ostale vrijednosti dane su ovako:

001 je 1,
010 je 2,
011 je 3,
100 je 4,
101 je 5,
110 je 6.

Binarne znamenke nazivaju se bitovi, a uzorci nula i jedinica s kojima se radi nazivaju
se 5-bitnim rijeCima. Zadnja tri bita koriste se za detekciju vrijednosti karte, a prva dva za
vrstu. Vrste su kodirane po sljedec¢em pravilu:

00 za tref (&),
01 za pik (a),
10 za karo (¢),
11 za herc (#).

Primijetimo kako 0 na prvoj poziciji oznacava crnu, a 1 crvenu boju. Primjerice, 00001
oznacCava A&, a 11101 oznacCava 59.

Pomocu ovakvog zapisa, Citajuéi 5-bitne rijeci u de Bruijnovom nizu (za k = 5), izvodac
mozZe toCno detektirati pojedine karte koje su izvucene. Da bi se bolje opisao postupak,
uvodi se operacija zbrajanje modulo 2. Ona je verzija poznatog pravila zbrajanja ,,paran
i paran daju paran, neparan i neparan daju paran, paran i neparan daju neparan, neparan i
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paran daju neparan“. Ako se zamijeni ,,paran® s 0, a ,,neparan® s 1, dobiva se pravilo za
modulo 2:

0+0=0,1+1=0,0+1=1,1+0=1 (1.2)

To pravilo daje jednostavan postupak za dobivanje idueg uzorka iz neke pocetne 5-
bitne rijeci. Pocnimo s jednom 5-bitnom rijeci; oznacimo njene bitove s abcde. Iduci bit
izraCunava se pomocu pravila

a-+c modulo 2 (1.3)

Primjerice, ako po¢nemo s 01001, kao novi najdesniji bit tom nizu dodajemo 0 (0+0 =
0 po (1.2)) pa je sad niz oblika 010010. Sada ¢itamo da je prva karta oznacena sa zadnjih
pet znamenki ovog niza; 10010 Sto oznaCava 24. Postupak se nastavlja (zbrajamo modulo
2 prvi i treci bit u zadnjih pet bitova niza) dok sve karte, tj.svi bitovi nisu odredeni.
Lako je provjeriti da je niz iz naSeg primjera na kraju dan sa: 0100101100. Ovakav postu-
pak Cesto se primjenjuje u racunarstvu i naziva se postupak linearnog pomaka.

Kako prakti¢no primijeniti dano pravilo za izvodenje naseg trika? Izvoda¢ moze, na
primjer, nakon $to svaki sudionik uzme svoju kartu iz Spila (koji je posloZen po gore nave-
denom rasporedu), suptilno pogledati koja se karta nalazi na vrhu preostalog $pila, prevesti
je u oblik ,,abcde* i primijeniti opisani postupak kako bi saznao koja karta je prethodila
onoj koju je upravo pogledao. Na taj nacin, saznajemo karte obrnutim redoslijedom- od
one koja je bila posljednja izvucena do one koja je prva izvucena. Takoder, na ovaj nacin
izvoda¢ moze iz prethodno nepripremljenog Spila izvuci nasumce jednu kartu, prevesti je
u kodni oblik abcde te koristei opisani postupak sloZiti preostale karte u oblik pogodan za
izvodenje trika.



Poglavlje 2

Primjene de Bruijnovih nizova

U ovom poglavlju bit ¢e pokazano kako se de Bruijnovi nizovi i njihove varijacije koriste
za robotski vid, u kriptografiji te u sastavljanju (i rastavljanju) isjeCaka DNA.

2.1 De Bruijnova polja

Zamislimo robota koji se krece nekom stazom. On u svakom trenutku mora znati gdje se
nalazi. Umjesto da stalno pamti pomicanja, ideja je markirati stazu po kojoj se robot krece
de Bruijnovim nizovima. Robot u tom slucaju jednostavno ,,pogleda dolje* i dojavljuje
niz nula i jedinica koje ,,vidi*“. Prakti¢no rjeSenje ovog problema zahtjeva jako dugacak
de Bruijnov niz 1 pravilo za pretvorbu nula 1 jedinica u lokaciju na stazi na kojoj se robot
nalazi. Pravi problem robotskog vida je dvodimenzionalan. Kako bismo bolje razumjeli
Sto znaci ,,dvodimenzionalan* u smislu de Bruijnovog niza, promotrimo polje:

(o] Nenl New)
— OO O

Ako je niz reda 2 X 2, prozor smjesSten u gornjem lijevom kutu pokazuje na

1)1
ol

Pomicanjem 2X2 ,,prozora‘ u bilo kojem smjeru, ukljucujuci i ciklicki te iza uglova, uvijek
¢emo dobiti razliCiti uzorak, StoviSe, pronaci ¢emo svih moguéih 16 uzoraka (u svaku
kudicu 2 X 2 prozora moZemo smjestiti O ili 1 Sto zna¢i da imamo 2 - 2 - 2 - 2 moguénosti).

Primjerice, podniz s dva redaka 1 dva stupaca smjeSten u sredini je:

0

0

0

0

. Pomicanjem

prozora za dva mjesta udesno ocitavamo podniz dvodimenzionalnog de Bruijnovog niza:

10
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1)1
. JoS neki primjeri takvih podnizova su i: 1 (kojeg dobivamo pomicanjem
. 0]1 D .. . . . .
iza uglova) te 1ot Dakle, polje dimenzija 4 X 4 je dvodimenzionalno de Bruijnovo

polje.

Novija primjena ovih ideja manifestirana je u obliku digitalne olovke. Svedska tvrtka
Anto izumila je posebni papir koji ima implementirano nevidljivo dvodimenzionalno de
Bruijnovo polje. Digitalne olovke u svakom trenutku ,,znaju“ svoju poziciju na papiru i
mogu se koristiti na mnoge cudesne nacine. Tocnije, papir je pokriven relativno nevidlji-
vim uzorcima tockica ¢ija je rezolucija 600 dpi-a ("dots per inch"). Olovka ima ugradenu
kameru 1 pomocu nje moZe ucitati svoju tocnu lokaciju jer je uzorak tockica na papiru je-
dinstven za svaki ,,prozor* kamere. Ako se tockicama pridruZi vrijednost 1, a prazninama
0, dobiva se jedna vrsta de Bruijnovog polja tockica.

Promotrimo sad polje neke proizvoljne veli¢ine, recimo s X ¢ te veliine prozora u X v
1 neka je zadano c razliCitih boja (to¢nije, neka je ¢ duljina alfabeta) (s,t,u,v,c € N).
MozZemo se pitati: postoje li de Bruijnova polja za takve proizvoljne veliCine? Ako da,
postoji li neki eksplicitan nacin za njihovu konstrukciju? Koliko takvih de Bruijnovih
polja postoji? Sva navedena pitanja, joS su uvijek otvoreni problemi.

2.2 Primjena De Bruijnovih nizova u kriptografiji

Kriptografija je znanstvena disciplina koja se bavi prou¢avanjem metoda za slanje poruka u
takvom obliku da ih samo onaj kome su namijenjene moZe procitati. Iako se prvi elementi
kriptografije pojavljuju ve¢ kod starih Grka u 5.stoljecu prije Krista, radi se o ,,industriji*
koja je danas vrlo rasprostranjena i vazna. Na primjer, e-mailovi, bankovne 1 kreditne tran-
sakcije su kriptirane i hakeri cijelog svijeta pokuSavaju razbiti te Sifre. Takoder, glazbeni i
video sadrzaji Cesto su kriptirani tako da ih se moze koristiti tek onda kada se za to plati.

Postoji mnogo nacina na koje poruka moZze biti kriptirana, a nemali broj njih koristi
upravo Postupak »zbrajanje modulo 2%, Zelimo li tekst na engleskom prevesti u string
nula i jedinica, iskoristit ¢emo podatke sa Slike [2.1]
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000001 00100

A I Q010001 T 011001 & 110110
B 000010 | 01010 R Q10010 Z 0aio 7 Hal
C 000011 K 00101 5 Q10011 0 1100300 8 111000
D 000100 L 0d1100 T Q10100 [ 10001 9 11001
E 000101 M 0a11d Uil 2 110010 ARy
F 000110 M0dl o Vo ol0110 3 110011 , 101100
G 00011l O 0001 WoOI011] 4 110100 * 101010
H 001000 F 010000 # 011000 5 110101 c Lo

Slika 2.1: Konverzija znakova engleske abecede u 0/1 stringove

Primjer 2.2.1. Zeli se Sifrirati otvoreni tekst (poruka koju posiljatelj Zeli poslati prima-
telju) ,,HELP* (pomoc). Prvo se pomocu tablice dobije string 001000 000101 001100
010000, potom je izabran neki kljuc (unaprijed dogovoreni uzorak po kojem se otvoreni
tekst transformira) iste duljine kao otvoreni tekst, recimo 011010101110100110110101
pomocu njega se Sifrira tekst koriste¢i operaciju zbrajanje modulo 2 (1.2). Konacno, dobi-
ven je Sifrat:

Otvoreni tekst  001000000101001100010000
Kljuc¢ 011010101110100110110101
Sifrat 010010101011101010100101

Sada primatelj, uz poznavanje tajnog kljuca, jednostavno moze deSifrirati poruku. S
obzirom na to da je x + x = 0 modulo 2 za x = 0 ili 1, jednostavno se dobiva:

Sifrat 010010101011101010100101
Klju¢ 011010101110100110110101
Otvoreni tekst  001000000101001100010000 = HELP

Medutim, problem je u tome Sto je nemoguce deSifrirati poruku bez kljuca s obzirom
na to da Sifrat sam za sebe na znaci niSta. Stoga se postavlja pitanje; kako pronaéi dobar
kljuc¢? Za jednostavne primjene dovoljno je koristiti jedan standardni niz ili neku racunalnu
datoteku nizova, no u principu, klju€ bi trebao biti jednokratan. Takav klju¢ generiran je
nasumi¢nim procesima kao, primjerice, radioaktivnom bukom koju proizvodi udarac Ge-
igerovog brojaéeﬂ I posiljatelj i primatelj moraju imati kopiju klju¢a, no problem glasi: na
koji ¢e nacin posiljatelj i primatelj taj klju¢ razmijeniti. Takoder, posiljatelj mora sacuvati

!Geigerov broja¢ ili Geiger-Miillerovo brojilo je naprava ili mjerni instrument za otkrivanje ili detekciju
ionizirajucega zracenja (radioaktivnosti), odnosno brojenje prolaska ionizirajuéih Cestica ili fotona
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kopiju kljuca pa, ako je uhvacen, klju¢ moZze biti otkriven.

Kako je ovo povezano s kartaskim trikovima? Odgovor leZzi u de Bruijnovim nizo-
vima. Umyjesto jednokratnog klju¢a mozZe se generirati dugacki niz nula i jedinica koris-
te¢i Postupak linearnog pomaka opisan u Poglavlju Recimo da je niz poCinje sa
0000000000001. Iduci simbol dobiva se zbrajanjem modulo dva; prvo na taj nacin zbro-
jimo posljednji simbol i simbol koji se nalazi dva mjesta lijevo od njega, a potom rezultatu
pribrojimo simbol koji se nalazi sedam, tj. pet mjesta lijevo od posljednjeg, tj. treCeg sim-
bola gledajuci od kraja niza. Rezultirajuéi niz se nastavlja 11010010. .. bez ciklusa iduc¢ih
229 znamenaka. Pogiljatelj i primatelj se mogu dogovoriti za bilo koji podetni niz; to moZe
biti primjerice, neki znacajan datum ili broj katova u nekoj zgradi. U suStini, ista shema
koristi se milijune puta dnevno u mobilnim telefonima kao dio CDMA tehnologije.

Ova ideja ima puno varijacija, pogledajmo primjer jedne od njih.

Primjer 2.2.2. De Bruijnov niz reda 3 oblika 00011101 formiran je iz 001 dodavanjem

sume prvog i zadnjeg simbola i potom brisanjem prvog simbola sve dok se ne dode ponovo
do 001. Dakle;

001 - 011 - 111 - 110 — 101 — 010 — 100 — 001.

Ovdje smo dodali osam znamenaka 0 na pocetku. Kako bismo ovo iskoristili kao kod,
postupit cemo onako kako je opisano u tablici[2.1]

Otvoreni
tekst  Klju¢ Sifrat
000 000 000
001 011 010
011 111 100
111 110 001
110 101 011
101 010 111
010 100 110
100 001 101

Tablica 2.1: Kriptirana 3-bitna poruka

Stupac ,,Otvoreni tekst* pokazuje svih osam mogucih 0/1 trojki u redoslijedu stvore-
nom de Bruijnovim nizom (dodali smo 000 na vrh svakog stupca). Stupac ,,Klju¢* prika-
zuje sljedeci string, takoder u redoslijedu stvorenim de Bruijnovim nizom. Stupac ,,Sifrat"
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pokazuje zbroj modulo dva poruke 1 klju¢a po recima. Primijetimo da se svaki niz 0/1
takoder pojavljuje samo jednom u stupcu ,,Sifrat".

Ovakvi su kodovi (obi¢no nesto duzi, npr duljine 5) ¢esto upisani u racunalne Cipove u
jedinicama koje nazivamo s-boxovi. Nekoliko njih s drugacijim de Bruijnovim ciklusima
cesto su spojeni tako da, nakon §to je poruka predana jednom s-boxu, on ju Salje drugom
(kojem tocno, to ovisi o poruci) koji je potom Salje treCem i tako dalje, sve dok se ne ge-
nerira konac¢ni kodirani niz. Uz poman odabir de Bruijnovih nizova i pravila od box-a do
box-a, ove sheme Cine prakticni algoritam - Data Encryption standard kojeg su izumili in-
Zenjeri IBM-a 1 National Security agencija. Taj standard bio je godinama koriSten milijune
puta dnevno za sve vrste prakticnih aktivnosti.

2.3 DNA i de Bruijnovi nizovi

DNA nije jedinstvena molekula. Radi se o paru molekula medusobno povezanih vodiko-
vim vezama i organiziranih tako da su njihovi lanci medusobno komplementarni i anti-
paralelni od pocetka do kraja. Svaki se lanac DNA sastoji od gradevnih jedinica zvanih
nukleotidi kojih u DNA ima 4 vrste: adenin (A), citozin (C), gvanin (G) i timin (7). Te
osnovne komponente nukleinskih kiselina mogu biti polimerizirane bilo kojim redom, npr
AACTCCAGTATGGC.... Ovi obrasci vrlo su vazni i koriste se za prepoznavanje kri-
minalaca, utvrdivanje porijekla, razumijevanje bolesti i stvaranje lijekova. S druge strane,
vrlo ih je teSko procitati i to je trenutak u kojem matematika ulazi u igru. JoS uvijek ne pos-
toji tehnologija kojom se moze ocitati cijeli genom od pocetka do kraja, ve¢ se u stanicama
uzorka nalaze milijunu kopija identiéne DNA. Kad se one razlome i nastanu ocitanja, ne
zna se iz kojeg dijela genoma dolaze ta ocitanja te se moraju koristiti njihovi preklapajuci
dijelovi da bi se rekonstruirala DNA.

Slika 2.2: Cip za sekvenciranje DNA
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Slika [2.2] pokazuje Cip za sekvenciranje. Radi se o 8 X 8 nizu s posebnim mjestom za
svaki od 4 - 4 - 4 = 64 uzoraka; od AAA do TTT. Lanac DNA koji ¢e se sekvencionirati
komunicira s poljem i svaka uzastopna trojka prisutna u niti je istaknuta u polju.

Primjer 2.3.1. Promotrimo Sliku 2.3] Oznacene trojke predstavljaju dijelove nekog ge-
noma. Problem glasi: kako iz danih naglasaka iscitati o kojem je genomu rijec? Kao sto
Jje spomenuto u uvodnom dijelu potpoglavlja; iskoristit cemo preklapajuce dijelove.

Slika 2.3: Polje trojki iz AACTCCAGTATGGC

Ispisimo najprije sve oznacene trojke (s obzirom na to da ne znamo njihov originalni
poredak, bit ¢e poredane po abecedi):

AAC ATG ACT AGT CAA CCA CTC CAG GCA GTA GGC TCC TGG TAT

Vrhovi grafa oznacavat cée preklapajuce dijelove ovih trojki te ce medusobno biti spojeni
usmjerenim bridovima tako da prvi (izlazni) vrh predstavlja pocetak, a drugi (ulazni) kraj
neke od danih trojki. Primjerice, s obzirom na to da je trojka AAC oznacena, graf za ovaj
niz ima usmjereni brid iz vrha AA u vrh AC. Konacan izgled grafa dan je Slikom 2.4}
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Slika 2.4: de Bruijnov graf za niz AACATTACAATCACCGA

Da bismo rekonstruirali niz iz grafa, trebamo malu varijaciju Eulerovog teorema; pret-
hodna verzija iz Poglavlja 1 kao nuZan i dovoljan uvjet za ciklus imala je stazu koja prolazi
svakim bridom samo jednom te pocinje i zavrSava u istom vrhu. Za problem sekvencioni-
ranja pocetni i zavrSni vrh ne moraju biti jednaki.

Teorem 2.3.2. Graf kojim je opisan niz poc¢inje u vrhu x i zavr§ava u 'y ako i samo ako je
ulazni stupanj pojedinog vrh(ﬂ Jjednak izlaznom stupnju tog istog vrhcﬂ te to vrijedi za sve
vrhove osim za pocetni i zavrsni gdje je out(x) —in(x) = 1 i out(y) — in(y) = —1 (kao i prije,
uvijek je moguce doci iz jednog vrha u bilo koji drugi nekim putem).

Primjer 2.3.3. Promatramo li graf sa Slike vidimo da vrh AA ima ulazni stupanj 1,
a izlazni 2. Dake, out(AA) — in(AA) = 1. Nadalje, out(GC) — in(GC) = —1. Ostali vr-
hovi imaju jednake stupnjeve ulaznih i izlaznih bridova. Po Eulerovom teoremu, postoji niz
koji pocinje s AA, zavrsava s CC i sadrZi sve potrebne tranzicije. Sada se moZe pronaci
taj niz tako da se krene iz vrha AA i odabere bilo koji moguci izlazni brid te se obrise
svaki brid jednom kada je iskoristen. Teorem kaZe da na ovaj nacin nikada nec¢emo nigdje
,zapeti“ te cemo, kad zavrsimo, imati stazu koja pocinje u AA i zavrsava u GC sa svim
pripadajucim tranzicijskim bridovima. Tako prateci Eulerovu Setnju u danom de Bruijno-

vom grafu, konacno se moZe rekonstruirati genom dan tablicom na Slici[2.3} radi se o nizu
AACTCCAGTATGGC.

Ova ideja naziva se Eulerovim algoritmom 1 takoder se koristi i za mnogo komplicira-
nije podatke. Primjer [2.3.3] predstavlja pojednostavljeni prikaz. Za dulje nizove potrebno

2Ulazni stupanj vrha (engl. in-degree) je broj bridova koji zavr$avaju u njemu. Oznacavamo ga s in(v;),
gdje je v; neki vrh grafa
31zlazni stupanj vrha (engl. out-degree) je broj bridova koji po¢inju u njemu. Oznacavamo ga s out(v;)
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je napraviti nekoliko razli¢itih rekonstrukcija koje odgovaraju dostupnim podacima. Ta-
koder, kako bismo jasnije objasnili ovaj postupak, zanemareni su problemi pogreSaka u
oznacavanju i neki drugi problemi.

Udaljenost DNA

Poznata je Cinjenica da ljudi i miSevi dijele 85% ljudske DNA. Upravo zbog toga miSevi
se godinama koriste u laboratorijima kao pokusne Zivotinje za istrazivanje procesa ljudskih
bolesti. Ova Cinjenica vodi nas do pojma udaljenosti izmedu dvije DNA vrpce.

Neka su x 1 y neke dvije vrpce DNA. Funkcija udaljenosti d(x, y) koristi se za mjerenje
sli¢nosti izmedu x 1 y. Ona se temelji na minimalnom broju ,,koraka“ koje treba napraviti
da bismo x ,,pretvorili‘ u y. Dozvoljeni koraci su: umetanje i brisanje znaka te preokretanje
dijelova niza.

Primjer 2.3.4. d(AAT,AAGT) = 1 jer je u x potrebno samo umetnuti G da bi dobili y.

Pretpostavimo da su dane neke DNA x i y te je izracunato d(x,y) = 137. Postavlja se
pitanje je li to ,velika“ ili ,,mala“ udaljenost? Da bi se to ustanovilo, ideja je konstru-
irati ,,puno‘“ slucajnih nizova x' i y' koji imaju istu statistiku pojavljivanja parova kao x
iy, a Cija e konstrukcija biti opisana u nastavku. Jednom kada su x' i y' konstruirani,
moZe se izracunati d(x',y") za puno takvih parova i iz toga zakljuciti je li dana udaljenost
(konkretno, za ovaj primjer 137) velika ili mala.

Promotrimo u tu svrhu niz x = AACATTACAATCACCGA. Konstruirajmo polje tran-
zicije za x biljeZeci za svaki moguci par slova koliko se puta pojavljuje u nizu:

A C T G
A2 3 2 0
c|3 1 0 1
G|1 0 0 0
T 1 1 1 0

Postoji mnogo razlicitih stringova s istim poljem tranzicije. Primjerice, string AATTA-
CACCGAATCACA ima isto polje tranzicije kao i x kojeg promatramo. Postoji li nacin da
se spomenuti stringovi s istim poljem tranzicije, koji ¢e posluZiti za kalibriranje originalne
udaljenosti, pronadu? Odgovor je da, a ideja je jednostavna; za dano polje formira se de
Bruijnov graf s Cetiri vrha: A, C, T i G te s usmjerenim teZinskim bridovima iz jednog vrha
u drugi pri cemu je teZina brida ona koja je zapisana u polju. Za nas konkretan primjer de
Bruijnov graf dan je Slikom[2.5]
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Slika 2.5: Oznaceni de Bruijnov graf za AACATTACAATCACCGA

Kako bismo generirali nasumican string koji pocinje, primjerice, slovom A, jednos-
tavno odaberemo jedan brid koji vodi iz vrha A te ga pratimo umanjujuci teZinu brida
kojim prolazimo za 1 i biljeZimo sve vrhove kojima prolazimo tokom Setnje po grafu te tako
dobivamo jedno rjeSenje.

Vazno je napomenuti da ne zapocinju svi nizovi koji imaju isto polje tranzicije istim
slovom.

Pomocu ovog primjera moZemo jasno vidjeti poveznicu izmedu kartaskih trikova i
DNA - povezuje ih ,,potreba* za de Bruijnovim grafovima.



Poglavlje 3

Univerzalni ciklusi

Ovo poglavlje vraCam se na problematiku trikova koji vode do nekih matematic¢kih pro-
blema koji ¢e jo§ dugo vremena biti nerijeSeni izazovi.

3.1 VazZnost poretka

Primjer 3.1.1. Promatramo trik koji poc¢inje kao u Primjeru Kada svaki sudionik
izvuce svoju kartu, izvodac zamoli da se javi onaj koji je izvukao najvecu, zatim drugu
najvecu i na kraju trecu najvecu te potom tocno pogada svaku od te tri karte te na kraju
jos preostale dvije.

Na izvodacevu zamolbu da se jave osobe s najvecom, drugom i trecem najvecom kar-
tom, ¢lanovi publike mogu odgovoriti na 5 x4 x3 = 60 nacina (najvecu moZe imati bilo tko
od petero clanova, zatim drugu najvecu bilo tko od preostalih Cetvero, a trecu bilo tko od
preostalih troje). To je i vise nego dovoljno da se odluci na kojem je mjestu od 52 pozicije
spil "prerezan”. Naravno, raspored u spilu je unaprijed poznat izvodacu i on osigurava da
svaka uzastopna grupa od pet karata ima jedinstvenu oznaku ,,najvece, sljedece najvece i
trece najvece karte .

Neka je sada Spil od 32 karte sastavljen od 16 crvenih i 16 crnih karata i nasumicno
pomijeSan. Koja je vjerojatnost da je takav nasumican raspored karata rezultirao de Bruij-
novim nizom? Broj mogucih rasporeda 32 karte je

321 =32-31-...-2-1=263130836933693530167218012160000000

Iz prijasnjih poglavlja znamo da postoji 32 - 22 =5 = 22* = 216 razli¢itih de Bruijnovih

nizova. Svaki od njih moZemo oznaciti na 16! - 16! nac¢ina. Konacno, vjerojatnost da
v e v v .. . . 161016

u nasumi¢no pomijeSanom Spilu od 32 karte pronademo de Bruijnov niz je % ~

%. Dakle, od prilike nakon svakih 9200 mijeSanja o¢ekujemo pronaci de Bruijnov niz,

19
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a u milijun mijeSanja trebali bismo pronaci viSe od sto razliCitih de Bruijnovih nizova.
Medutim, ovakva strategija ,,nasumic¢nog pokusaja‘“ pokazuje se sve manje efikasnom kako
niz raste. Recimo da imamo red k i $pil veli¢ine 2¢. Sansa da ée nasumi¢no promijeSan $pil
biti poredan kao de Bruijnov niz je
22k_] .(21\'—] y)2
281
Iskoristimo li Stirlingovu aproksimacijuﬂ za n! vidjet éemo da taj broj moZe biti dobro
aproksimiran sa
\/ﬂzk—l

22k—1 s

a to teZi u nulu eksponencijalno brzo.

Vratimo se na primjer: k razliCitih objekata moZze biti slozenona k! = k- (k- 1) - (k —
2) - ...- 2 -1 nacina. Posebno, tri razli¢ita objekta mogu biti slozenana3! =3-2-1 =16
nacina i to su:

123 132 213 231 312 321.

Postoji 1i neka permutacija znamenki 1,2, 3,4, 5, 6 takva da, ako promatramo razlicite
grupe od tri objekta, poredak svake grupe (visoka, srednja, niska) je razliCit (i to vrijedi i
ciklicki)? Jedno od rjeSenja je

146253.

U prvoj grupi, 146, poredak je niska, srednja, visoka(NSV), iduca, 462 je SVN. Zatim
VNS pa NVS, zatim cikli¢ki, VSN i na kraju SNV.

Promotrimo sada isti problem za neki veéi skup; primjerice, postoji li permutacija zna-
menki 1,2, 3, ...,24 takva da svaka razliCita grupa od Cetiri objekta daje razli¢iti poredak?
Za sad je dokazano da uvijek postoji barem jedan nacin da se takav poredak nade za pro-
izvoljan k € N. To rjeSava prvi na listi problema, ali ostavlja otvoreno pitanje pronalaZe-
nja upotrebljive konstrukcije, pribliZznog ili to¢nog broja rjeSenja te problem pronalaZenja
inverzne konstrukcije.

!Stirlingova formula koristi se da bi se pribliZno izra¢unale faktorijele jako velikih brojeva i dana je s:

n! =~ \2rn- (2)" = St(n)
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3.2 Ponovljene vrijednosti i princip produkta

Ponovljene vrijednosti

Definicija 3.2.1. Neka je dan neki Spil karata. Znamo da svaka karta ima svoju vrijednost
(standardno, to su: A, 1, 2, ..., K, Q, J). Ukoliko se u Spilu dva ili vise puta pojavljuje neka
karta oznacena istom vrijedno$cu, tu vrijednost nazivamo ponovljenom vrijednoscu.

Na primjer, u regularnom spilu, sve vrijednosti su ponovljene jer on sadrzi Cetiri as-a,
Cetiri dvojke itd.

Primjer 3.2.2. Neka je dan Spil od 24 karte; pet ih je oznaceno s 1, pet s 2, pet s 3, pet s
4 i samo Cetiri s 5. Ako ih poslaZemo u redoslijedu: 123412534153214532413254, onda
svaka uzastopna grupa od Cetiri karte ima medusobno razlicit raspored. MoZe se pokazati
da u Spilu s po Sest jedinica, dvojki, trojki i Cetvorki ne postoji takav raspored.

Teorem 3.2.3. Neka je k € N red nekog de Bruijnovog niza, a njegova duljina neka je k!.
Najmanji broj medusobno razlicitih vrijednosti (znamenaka) koje se pojavljuju u takvom
nizu (tj.duljina alfabeta), a da je pri tom svaki podniz od k uzastopnih znamenaka u danom
nizu medusobno razlicit, je k + 1.

Napomena 3.2.4. Dokaz ovog teorema dao je J. Robert Johnson [2]].

Permutacije s vezama

Primjer 3.2.5. Promotrimo trik iz Primjera MoZe se dogoditi da, kada je sudionik
s najvisom vrijednoséu karte zamoljen da ustane, to ucini vise njih. Taj slucaj otvara temu
permutacija s vezama. Promatrajmo tri simbola: 1,2 i 3. Znamo da postoji samo Sest
razmjestaja razlicitih vrijednosti, no ako su veze dopustene, onda ih je trinaest:

111,112,121,211,122,212,221,123,132,213,231,312,321.

Napomenimo kako je ovdje 111 isto sto i 222 ili 333 s obzirom na to da su sve vrijednosti
vezane. MoZemo se pitati moZe li se rasporediti trinaest karata tako da se u zasebnim
grupama od tri karte pojave sve moguce permutacije s dopustenim vezama. Odgovor je
da, a jedan takav raspored izgleda ovako:

5554513223214.

Koliko permutacija s vezama od k objekata postoji? Oznacimo taj broj s G(k). G(2) =
3,G33) =13,G(4) =75, G(5) = 541. Broj raste munjevito. MoZemo li posloziti Spil od 52
karte tako da svaka zasebna grupa od Cetiri predstavlja razli¢itu permutaciju s dopusStenim
vezama? Ne znamo reci sa sigurnoscu, ali slutimo da je odgovor da.


https://core.ac.uk/download/pdf/82307206.pdf
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Princip produkta

Teorem 3.2.6. (Princip produkta) Neka konacni skupovi S; imaju n; elemenata, n; € N,
i=1,2,....k tj.|S)|=n. AkojeS =851 X8, X...xXS (kartezijev produkt skupowﬂ), onda
skup S iman = ny - n, - ... - ng elemenata (uredenih k-torki s = (s, 82, ..., Sr)):

ST X So X oo X Se =181 1Sa] - ooe - [Skl

Primjer 3.2.7. Spil je proslijeden i presjecen mnogo puta te troje sudionika uzima razlicite
karte. Izvodac zamoli da se sudionici s izvucenim kartama poredaju silazno po velicini ka-
rata te da istupe oni koji imaju npr. crvenu kartu. S tim informacijama izvodac moZe tocno
imenovati pojedine izvucene karte. Kako funkcionira trik? Postoji 6 mogucih rasporeda
po kojima se tri sudionika mogu sloZiti te 8 nacina za slaganje karata po crno/crvenom
uzorku. Dakle, u teoriji postoji 6-8 = 48 odgovora. Pretpostavimo da su iz Spila uklonjena
Cetiri as-a. MoZemo li posloZiti preostalih 48 karata tako da svaka uzastopna grupa od
tri karte daje razlicit odgovor? Pomocu teorije produkata moZemo dokazati da produkt de
Bruijnovih nizova bilo koje vrste (npr. nulajjedan, crvena/crna/plava) moZe biti pronaden.
RjeSenje problema trika sa 48 karata dano je u Tablicom[3.1]

AH 000 123 | 8K 000 231 | 2K 000 132
6H 001 231 | JK 001 312 | QK 001 321
QH 010 312 | 3H 010 123 | 8H 010 213
3T 101 123 | 9p 101 231 | 3P 101 132
7K 011 231 | TK 011 312 | JH 011 321
8p 111 312 | AP 111 132 | 4P 111 213
4T 110 123 | 7T 110 213 | 2P 110 132
6P 100 231 | 5P 100 132 | 6T 100 321
9K 000 312 | TK 000 321 | 5K 000 213
2H 001 123 | 9H 001 213 | 4H 001 132
SH 010 231 | AK 010 132 | 7H 010 321
Jp 101 312 | TT 101 321 | 5T 101 213
4K 011 123 | 6K 011 213 | 3K 011 132
TP 111 231 | AT 111 123 | QT 111 321
Qp 110 312 | 8T 110 231 | 9T 110 321
2T 100 123 | JT 100 213 | 7P 100 312

Tablica 3.1: Niz za ,,presjeci viSe puta, poredaj se 1 neka svi crveni istupe®

25 81 X S5 X ... X S oznacavamo Kartezijev produkt skupova Si,...,S¢: S = S; X Sy X .. X §¢ =
{(s150050) 2 5, €83}



POGLAVLIJE 3. UNIVERZALNI CIKLUSI 23

(Napomena): prvi stupac tablice pokazuje raspored spila, drugi i tre¢i stupac pokazuju
boju i obrazac rasporeda ako je odgovarajuca karta presjecena s vrha.

Primjer 3.2.8. Spil od 52 karte je podijeljen na veé¢ poznati nacin; ukljucena su tri su-
dionika i svaki od njih presijeca Spil te nakon sto to svi ucine, svaki izvlaci kartu s vrha.
Izvodac zamoli prvog sudionika da mu kaZe vrijednost svoje karte, ali ne i vrstu, drugog
zamoli da mu kaZe vrstu, ali ne i vrijednost, a tre¢i mu ne mora reci nista, samo se mora
»Skoncentrirati“ na svoju kartu. Izvodac sada raspolaZe svim podacima da to¢no pogodi
pojedinu kartu.

Koja je pozadina ovog trika? Prvi sudionik moZe dati neki od 13 odgovora, a drugi
moZe dati 4; to je 13 - 4 = 52 mogucnosti. Stoga znamo da postoji dovoljno informacija
koje nam otkrivaju gdje je spil (od 52 karte) presjecen.

Postoje mnemotehnike pomocu kojih je moguce zapamtiti redoslijed karti u unapri-
jed posloZenom spilu. Jedna od njih po kojoj se slazu vrijednosti u spilu je , Eight kings“:
,, Eight(8) kings(K ) threatened(3, 10) to(2) save(7) ninety(9)- five(5) queens(Q) for(4) one(1)
sick(6) knave(J).” (Osam kraljeva prijetili su da ¢e spasiti devedeset i pet kraljica za jed-
nog bolesnog decka). Vrste se pak mogu posloZiti koriste¢i CHaSeD anagram (clubs(tref),
hearts (herc), spades(pik), diamonds(karo)) te se one ciklicki ponavljaju. Konacno se 8 tref
nalazi na vrhu, a decko karo na dnu Spila. Dakle, kad nam prvi gledatelj kaZe da recimo
ima kartu s vrijednoscu 8, a drugi kaZe da ima herc-a, znamo da prvi ima osmicu od trefa
(jer je tref prije herca), a drugi kralja od herca (jer kralj ide nakon 8) i konacno znamo
da je treci izvukao trojku od pika (jer je nakon kralja 3, a nakon herca je pik). Bilo koji
ciklicki uzorak moZe biti iskoristen za izvodenje ovog trika.

3.3 Univerzalni ciklusi

Sada kona¢no moZemo dati objaSnjenje naziva ovog poglavlja. Promatramo bilo koju
listu prirodnih kombinatornih objekata, primjerice, stringovi nula i jedinica ili permuta-
cije. Ideja je pronaci dugacki (cikli¢ki) niz i grupe duljine £ € N takav da svaka zasebna
uzastopna grupa duljine k kodira jedinstveni objekt u nasoj listi.

Promotrimo trik s 52 karte 1 tri sudionika gdje svaki sudionik imenuje vrstu karte koju
jeizvukao. Znamo da postoji 4-4-4 = 64 moguca odgovora §to je dovoljan broj moguénosti
da izvodac to¢no imenuje svaku izvucenu kartu; to zahtjeva niz K, P, H, T duljine 52 takav
da svake tri uzastopne karte imaju razli¢ite uzorke. Ovaj trik moZemo izvesti koristeci
univerzalne cikluse.

Definicija 3.3.1. Neka je dana neka familija kombinatornih objekata duljine n. Oznacimo
jes ﬁ_ﬁ- . Definirajmo m := Iﬁ_ﬁ- |. Pretpostavimo da je svaki F € k%- kodiran nekim nizom
(X1, ..oy Xn), gdje je x; € A za neki fiksni alfabet A. Reci cemo da je U = (ag, ay, ..., Ap-1)
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univerzalni ciklus za .7, (ili skraceno U-ciklus) ako {a;,1, ..., i), 0 < i < m prolazi kroz
. O L x . oy . . A .
svaki element iz .7, tocno jednom, pri cemu su indeksi dodijeljeni operacijom modulo n.

Definicija 3.3.2. Broj particija konacnog skupa od n € N elemenata nazivamo Bellov broj
i oznacujemo ga s B(n).

Primjer 3.3.3. Neka je S = {A, B, C}. S moZemo podijeliti u particije: {{A},{B},{C}},
{{A, B}, {C}}, {{A, CL{BYL {{A)L {B, C1L {{A, B, CL). Dakle B(3) = 5.

Zanimljivo, B(5) = 52 §to je upravo onoliko karata koliko sadrZi standardni kartaski
$pil pa se namece pitanje: gdje je trik?

Primjer 3.3.4. Zapocnimo s 52 karte i pet sudionika kao i do sad: spil je proizvoljno
puta presjecen i pet sudionika izvlaci karte s vrha spila. Izvodac ih potom zamoli da se
grupiraju po vrstama karata. Sada izvodac ima dovoljno informacija da imenuje svaku
pojedinu kartu. Karte bi trebale biti rasporedene tako da svakih pet uzastopnih karata
imaju razlicite uzorke.

Neka su izvucene sljedece karte

¢lanl clan2 clan3  clan4  clan 5
8Tref 4 Karo JKaro A Herc 10 Tref

Sudionici Ce se grupirati u particiju {1,542,3}{4}. Potreban nam je raspored simbola
T, H, P, K u nizu duljine 52 takav da se svaka particija pojavljuje tocno jednom. Spo-
menimo kako je nemoguce imati particiju od pet odvojenih skupova s obzirom na to da
radimo sa samo Cetiri vrste karata. Tom problemu moZemo doskociti tako da maknemo
Jjednu kartu pa tako izbacimo i jedno grupiranje ili jednu kartu zamijenimo ,,joker* kar-
tom pa tako uvedemo ,,petu vrstu“. Niz koji traZimo dan je ovako:

KKKKKTHHHTTKKTTTHTHTPHHPKPPKPPHPKKTHPPTHPHKHPTHPJTKT.
(jedan tref zamijenjen je jokerom)

Definicija 3.3.5. Neka su n,k € N. Zadan je skup S koji ima n elemenata. Svaki k-clani
podskup skupa S zovemo kombinacija k-tog razreda skupa S. Broj svih kombinacija k-tog

n . ” " LIS . n
razreda n-clanog skupa oznacavamo s ( k) (Citamo "n povrh k"), pri Cemu je ( k) = #ik),

gdje po definiciji uzimamo da je 0! = 1.
Primjer 3.3.6. Kombinacije 2. razreda skupa {1,2,3,4,5} su:
{125 {1,3}5, {1,4},{1,5},{2,3},{2,4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}.
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MoZemo prebrojati da takvih podskupova ima 10, sto se i poklapa s nasom definicijom, tj.

i

PokuSajmo pronadi niz duljine 10 koriste¢i brojeve 1,2, 3,4, 5, svaki po dva puta, tako
da se svaki uzastopni par pojavljuje to¢no jednom (ako je poredak nevazan, tj. {1,2} isto

Sto 1 {2, 1}). Kada bismo znali sve o prostim brojevima koji dijele , znali bismo puno
n
viSe od onoga $to matematiCari trenutno znaju. Promotrimo primjerice vrijednosti za prvih

2
10 binomnih koeficijenata ( n) u tablici
n

)

1 2

2 6

3 20

4 70

5 252

6 924

7T 3432
8 12870
9 48620
10 184756

2
Tablica 3.2: Prvih deset vrijednosti za ( n)
n

Primijetimo da su sve vrijednosti parni brojevi, tj. djeljive su s 2. To ocito vrijedi
za svaki n € N jer za svaki odabir n elemenata iz skupa od 2n elemenata postoji njemu
komplementaran odabir - stoga je ukupan broj odabira paran. Medutim, vidimo da postoje
vrijednosti koje nisu djeljive s 3 (npr. 201 70) kao ni s 5 (npr 6 1 252) i 7 (npr. 6, 20 i

2
3432). Mnogo je teze naci vrijednosti ( n) koje nisu djeljive ni s jednim of 3, 51 7. Jedna
n

20
takva je 2, a iduca je (10) = 184756 = 22 -11-13 - 17 - 19 . Poznati nerijeSeni problem

glasi: "postoji li beskonacan broj takvih n-ova?".



POGLAVLIJE 3. UNIVERZALNI CIKLUSI 26

Vratimo se na nas problem: za dani n,k € N potrebno je pronaci niz duljine (Z) koji
sadrzi brojeve {1,2,...,n} takve da svaka uzastopna grupa od k elemenata sadrZzi razli¢itu
kombinaciju k-tog razreda skupa {1,2,...,n}. Ponekad to moZemo napraviti. Primjerice,

8
akojen =8,k =3, 3 = 56, takav niz je dan sa
82456145712361246783671345834681258135672568234723578147

Teorem 3.3.7. Za dani n,k € N moZemo naci niz duljine (Z) koji sadrZi brojeve iz S =

{1,...,n} takve da svaka uzastopna grupa od k elemenata sadrZi razlicitu kombinaciju
n—1

I 1). Obrat ne vrijedi.

k-tog razreda skupa S : ako k tocno dijeli (

n—1

Primjer 3.3.8. Neka je n = 4, k = 2. Tada je (k |

3 . .
) = (1) = 3 stoga ne moZemo naci
8
takav niz. Neka jen = 8, k = 3, (3) = 56, a 3|56 pa je takav niz dan sa

82456145712361246783671345834681258135672568234723578147.

Dokaz. Zan = 41 k = 2 postoji 6 kombinacija drugog razreda skupa {1,2,3,4}. To
su: {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}. Pretpostavimo da postoji valjani niz duljine Sest,
oznalimo ga s abcdef. Svaki simbol, a, b, c, d, e ili f oznaCava neki od brojeva 1, 2, 3
ili 4. Znamenka 1 javlja se na nekom mjestu. Na susjednim pozicijama moraju biti neke
druge dvije znamenke takve da rezultirajua dva para predstavljaju neke dvije razlicite
kombinacije drugog razreda koje sadrze 1. 1 se mora pojaviti dva puta u nizu i ta nova
jedinica daje joS dvije kombinacije koje sadrze 1 no postoji samo tri takve kombinacije 2.
razreda Sto znaci da se jedna od kombinacija ponovila §to narusava definiciju de Bruijnovog

niza stoga ne postoji takav niz. O
. . . o (n—1 y : .o (n—1

Gornji dokaz pokazuje da je ,, k dijeli o1 “ nuzan uvjet; ako k ne dijeli 1)

onda ne postoji rjeSenje. Medutim, tvrdnja ne vrijedi u suprotnom smjeru, tj. ne vrijedi:

-1
ako k dijeli (Z 1) onda rjeSenje mora postojati. Nije teSko vidjeti da ciklusi postoje kada

je k = 21 n je neparan. LakSe je rukovati s k = n — 1 s obzirom na to da n — 1 uvijek

1
dijeli (”

I 1) = n — 1 1 takvi nizovi uvijek postoje. Prvi zanimljiv slucaj je kada je k = 3.

-1
Brad Jackson je dokazao da ciklusi postoje za sve n € N kada je k = 3 (i 3 dijeli (n ) ) ).
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Njegovi argumenti takoder su funkcionirali i za k = 4. Kasnije je ista stvar dokazana i za
k = 6 1 konacno za k = 5. Radi se o teSkom 1 vrlo dugackom dokazu koji ukljucuje puno
racunalnog rada.

8
Trik koji koristi ova znanja: neka je k = 31 n = 8. Znamo da je (3) = 56. Ranije dan

niz iz primjera [3.3.8] predstavlja niz duljine 56 sastavljen od simbola {1,2,3,4,5,6,7,8} u
kojem se svaka tri uzastopna simbola pojavljuju to¢no jednom. Takav niz ponavlja svaki
simbol sedam puta (zbog toga imamo Spil od 7 - 8 = 56 karata).



Poglavlje 4

Programska realizacija de Bruijnovih
nizova

Prakti¢ni dio ovog rada je izrada programa za generiranje i provjeru De Bruijnovog niza.
Program je raden u C# programskom jeziku kao ’Console application’ i ima nekoliko mo-
guénosti:

e Provjera je li zadani niz de Bruijnov (bez zadavanja parametara n, k € N, tj. duljine
alfabeta i reda niza)

Ispis svih k-torki za zadane n i k

Ispis svih vrhova potrebnih za de Bruijnov graf

Ispih svih veza za Eulerovu Setnju po grafu

Ispis de Bruijnovih nizova
Na pocetku samog programa korisnik odabire Zeljenu opciju; provjeru niza ili unosenje
parametara n i k. Nakon odabrane opcije korisnik unosi parametre 7 i k ili niz za provjeru

(slika 1).

Dio koda za odabir opcije:

28
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int opcija = -1;
while (opcija < ® || opcija > 3)
{

Console.WriteLine("Odaberite opciju:");
Console.WriteLine(" 1. Unesite parametre n i k");
Console.WriteLine(" 2. Provjerite je li uneseni niz De
Bruijnov");
Console.WriteLine(" 3. Izlaz");
string opcijalString = Console.ReadLine();
try
{
opcija = Intl6.Parse(opcijalString);
if(opcija == 3)

{
run = 0;
Environment.Exit(0);
continue;
3
}
catch (Exception e)
{
opcija = -1;
}
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B ChUsers\perichsourceireposiConsoleAppI\ ConsoleApp3ibin'.Debugh ConsoleApp3.exe - ] X

Odal iju:
parametre n i k
te je 1i uneseni niz De Bruijnov

Slika 4.1: Pocetni prozor programa

4.1 Provjera niza

Ako korisnik odabere opciju za provjeru niza, program ga pita za unos niza. Nakon unosa
niza, program prvo pronalazi alfabet, te raCuna n i k. Nakon toga vrSi provjeru niza i
ispisuje je li niz De Bruijnov ili ne. Ukoliko je, program takoder ispisuje vrijednosti n 1 k
te alfabet koriSten u nizu.

Dohvacanje alfabeta je jednostvno; program ide "znak po znak" po nizu i sprema znak
u listu ukoliko ve¢ nije spremljen. Nakon pronalaska alfabeta, lako je izraCunati n; to je
duljina alfabeta.

List<string> alphabet = new List<string>Q);
foreach(char i in niz)

{
if(!alphabet.Contains(i.ToString()))
{
alphabet.Add(i.ToString());
}
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int n = alphabet.Count;

Kad je n poznat, k se moZe izraCunati pomocu logaritma; log,(’dul jinaniza’) = k, tj. lo-
garitam po bazi n, od duljine cijelog niza (koja je upravo, kao §to je poznato n¥) dat e
vrijednost za k. Ako k nije cijeli broj, program odmah vraca da niz nije de Bruijnov. Ako
je k cijeli broj program ide dalje u provjeru niza.

double kTest = Math.Log(niz.Length, n);
if(Math.Floor(kTest) != kTest)
{
rezultat.isValid = false;
return rezultat;
}
int k = (int)kTest;

Kad je program izra¢unao n i k, iduci korak je dohvacanje svih k-torki za izraCunate vri-
jednosti n, tj.alfabet i k. Metoda za dohvacanje svih k-torki ¢e biti obradena u jednom od
sljedecih potpoglavlja. Nakon dobivene listove svih k-torki, program ide po nizu i provje-
rava pojavljuje li se svaki element iz liste k-torki to¢no jednom u nizu. Ako se u nizu pojavi
k-torka koji nije u listi, ili koja se ve¢ prije pojavila, onda niz nije de Bruijnov. Ako lista
k-torki na kraju provjere nije prazna, niz takoder nije de Bruijnov.

for(int i = 0; i < niz.Length; i++)
{

string provjera = ;
if (i < niz.Length - k)

{
provjera = niz.Substring(i, k);
}
else
{
int ostatak = i + k - niz.Length;
provjera = niz.Substring(i) + niz.Substring(®, ostatak);
}
if (ktorke.Contains(provjera))
{
ktorke.Remove(provjera);
}
else

{
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rezultat.isValid = false;
return rezultat;

}
rezultat.isValid = true;
return rezultat;

Odaberite opciju:

rametre n i k
te je 1i uneseni niz De Bruijnov

Uneseni niz je de Bruijnov niz
3, alphabet - 01

Slika 4.2: Provjera je li niz de Bruijnov

4.2 Ispis svih k-torki

Nakon §to korisnik unese 7 1 k, moZe odabrati opciju ispisivanja svih k-torki. Metoda prima
listu u koju ¢e spremiti k-torke, polje svih znamenaka alfabeta 1 k. Ova se metoda koristi
1 za ostale izraCune, ne samo za opciju prikazivanja k-torki. Nakon primljenih parametara,
metoda poziva rekurzivnu metodu koja puni polje k-torkama, smanjuje k za jedan, i ako je
k nula, onda je dobivena k-torka duljine k, i ta k-torka se spremu u listu. Navedena opera-
cija ponavlja se n puta; sve dok se ne dobiju sve k-torke za zadane parametre.

static void DohvatiSveKtorke(List<string> ktorke, int[] set, int k)

{
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int n = set.Length;

DohvatiSveKtorkeRekurzija(ktorke, set, "", n, k);
}
static void DohvatiSveKtorkeRekurzija(List<string> ktorke, int[]
set,
string prefix,
int n, int k)
{
if (k == 0)
{
ktorke.Add(prefix);
return;
}
for (int i = 0; i < n; ++1)
{
string newPrefix = prefix + set[i];
DohvatiSveKtorkeRekurzija(ktorke, set, newPrefix,
n, k - 1);
}

33
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Unesite k:

n je 2, k j

(Odaberi

[y

za de Bruijn

a operacija moze potrajati - ovisi on ik

2.
4.
5.
6.

orke za zadani n (

Slika 4.3: Ispis svih k-torki za alfabet duljine n

4.3 Ispis vrhova de Bruijnovog grafa

Ukoliko korisnik Zeli nacrtati de Bruijnov graf, koristi opciju dohvacanja svih njegovih
vrhova. Ova opcija koristi metodu iz potpoglavlja[4.2] samo umjesto prave vrijednosti ,
Salje vrijednost k - 1.
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Slika 4.4: Ispis svih (k-1)-torki za alfabet duljine n

4.4 Ispis svih veza za Eulerovu Setnju po grafu

Opcija ispisa svih veza - usmjerenih bridova raCuna sve veze potrebne za konstrukciju
de Bruijnovog grafa i ispisuje ih. Da bi ih izracunao, program prvo dohvaéa sve vrhove
pomocu metode opisane u prethodnom potpoglavlju. Kad program dobije listu vrhova,
sprema sve veze u listu; jedna veza se sastoji od ulaza i izlaza. Program ide kroz dvije
petlje po svim vrhovima, i ako je prva znamenka vrha iz prve petlje, jednaka zadnjoj zna-
menci vrha iz druge petlje, kreira se nova veza, s ulazom vrha iz prve petlje i izlazom vrha
iz druge petlje.

Dio koda koji generira listu veza:

private static List<UsmjereniBrid> DohvatiBridove(List<String>
vrhovi)




POGLAVLIJE 4. PROGRAMSKA REALIZACIJIA

{
List<UsmjereniBrid> bridovi = new List<UsmjereniBrid>();
for (int i = 0; i < vrhovi.Count; i++)
{
string vrhl = vrhovi[i];
for (int j = 0; j < vrhovi.Count; j++)
{
string vrh2 = vrhovi[j];
if (vrhl.Substring(l).Equals(vrh2.Substring(®,
vrh2.Length - 1)))
{
bridovi.Add(new UsmjereniBrid(i, j));
}
}
}
return bridovi;
}

Dio koda koji sluZzi za ispis veza (u korisniku prihvatljivom zapisu):

int i = 1;
foreach (UsmjereniBrid v in sviBridove)
{

Console.WriteLine(i + ". Vrh " +

vrhovi.ElementAt(v.ulaz) + " ide u vrh " +
vrhovi.ElementAt(v.izlaz));
i++;
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Slika 4.5: Ispis svih veza (usmjerenih bridova) u de Bruijnovom grafu

4.5 Generiranje de Bruijnovog niza

Program generira De Bruijnov niz na dva nacina. Prvi koristi algoritam baziran na "Frank
Ruskeyevoj Combinatorial Generation" te racuna jedan od de Bruijnovih nizova za dane
vrijednosti. Ovaj algoritam je puno brZi od drugog danog algoritma za raCunanje niza,
ali drugi raCuna 1 ispisuje sve nizove za zadane parametre (o cemu Ce biti viSe govora u
sljedecem potpoglavlju). Kod za algoritam je preuzet s "Wikipedije" te preveden u C#
stoga je ostavljeno da k predstavlja duljinu alfabeta, a n red de Bruijnovog niza (Sto je
obrnuto od oznaka koriStenih u ovom radu).

private static string DeBruijn(int k, int n) //na wikipediji n i k
su obrnuti parametri

nn

string alphabet = ;
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for(int i = 0; i < k; i++)
{
alphabet = alphabet + i;

}
byte[] a = new byte[k * n];
List<byte> seq = new List<byte>();

void db(int t, int p)

{
if(t > n)
{
if(n % p == 0)
{
seq.AddRange (new ArraySegment<byte>(a, 1, p));
}
}
else
{
a[t] = a[t - pl;
db(t + 1, p);
int j = a[t - p] + 1;
while (j < k)
{
a[t] = (byte)j;
db(t + 1, t);
J++;
}
3
3
db(1, 1);

StringBuilder sb = new StringBuilder();
foreach(byte item in seq)
{
sb.Append(alphabet[item]);
}
string b = sb.ToString(Q);
return b + b.Substring(®, n - 1);
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erite je 1i uneseni niz De Bruijnov

) ova operacija moze potrajati - ovisi o n ik

Slika 4.6: Generiranje de Bruijnovog niza za dani n i k

4.6 Generiranje svih de Bruijnovih nizova za zadane
parametre n1ik

Opcija generira sve de Bruijnove nizove za parametre koje je korisnik unio, medutim, ona
je "korisna" za samo mali broj parametara zbog vremena izvrSavanja (npr. zan = 21k = 3,
postoji 16 razlicitih de Bruijnovih nizova, a zan = 2 1 k = 4 postoji 256 stoga ti parametri
jo§ uvijek nisu problemati¢ni no veé¢ zan = 31 k = 3, postoji 33'—13 razliitih de Bruijnovih
nizova §to je jako velik broj stoga je vrijeme izvrSavanja ove operacije jako dugo).

Za racunanje svih nizova, prvo se dohvate sve k-torke, potom svi vrhovi i na kraju svi
usmjereni bridovi za Eulerov graf. Nakon toga se generira lista *Setnji’. Svaka Setnja Ce
sadrzavati usmjerene bridove sortirane prema nacinu na koji je Setnja generirana, te sve
usmjerene bridove potrebne za Setnju. Kad se veza(usmjereni brid) doda u sortiranu listu,
ista se makne iz liste svih veza. Lista Setnji popunjava se pomocu "for" petlje koja se
odvija onoliko puta koliko ima usmjerenih bridova u Eulerovom grafu. Prvi prolaz kroz
petlju stvara Setnje za sve usmjerene bridove i dodaje ih u listu. Za idudi prolaz kroz petlju,
za svaku Setnju se provjera zadnji izlaz iz veze te svi ulazi iz veza kojim odgovara izlaz
(iz liste svih veza koja se nalazi u Setnji). Ukoliko postoje Cetiri takve veze, od postojece
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Setnje se naprave joS tri Setnje, i u svaku Setnju se doda nova veza. Ako je Setnja dosla do
’slijepe ulice’ (kad nema ulaza za postojeéi izlaz) onda se ona uklanja iz liste.

Nakon generiranja svih Setnji, iduci korak je stvaranje De Bruijn-ovog niza od njih.
"For" petljom se prolazi kroz sve Setnje i za svaku od njih se generira niz tako da pro-
lazimo kroz sortirane veze koje su spremljene u Setnju. Broj prolaza kroz veze iznosi -
duljina svake Setnje umanjena za k2. Prvi prolaz kroz listu spremi u string cijeli vrh koji
odgovara izlazu iz veze (prve veze jer je to prvi prolaz). Svaki iduéi prolaz dodaje u string
samo zadnji znak iz vrha koji odgovara izlazu iz veze.

private static List<string> SviNizovi(int n, int k)
{
int[] alphabet = new int[(int)n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
alphabet[i] = i;
3
List<string> ktorke = new List<string>Q);
DohvatiSveKtorke(ktorke, alphabet, k);
List<string> vrhovi = new List<string>Q);
DohvatiSveKtorke(vrhovi, alphabet, k - 1);

List<UsmjereniBrid> sviBridove = DohvatiBridove(vrhovi);
List<Setnja> sveSetnje = new List<Setnja>();

void setnja(int index)
{
if(index == 0)
{
foreach(UsmjereniBrid item in sviBridove)
{
List<UsmjereniBrid> ostaliBridovi = new
List<UsmjereniBrid>(sviBridove);
ostaliBridovi.Remove(item) ;
Setnja s = new Setnja();
s.setnja = new List<UsmjereniBrid>();
s.setnja.Add(item);
s.bridovi = ostaliBridovi;
sveSetnje.Add(s);

else



POGLAVLIJE 4. PROGRAMSKA REALIZACIJIA 41

List<Setnja> tempList = new List<Setnja>(sveSetnje);
List<Setnja> listaZaBistaSetnje = new List<Setnja>();
foreach(Setnja s in tempList)
{
UsmjereniBrid zadnja = s.setnja.LastOrDefault();
if(zadnja.izlaz == -1)
{
listaZaBistaSetnje.Add(s);
continue;
3
List<UsmjereniBrid> iduciBridovi = new
List<UsmjereniBrid>();
foreach (UsmjereniBrid v in s.bridovi)

{
if(zadnja.izlaz == v.ulaz)
{
iduciBridovi.Add(v);
}
}
if(iduciBridovi.Count == 0)
{
s.setnja.Add(new UsmjereniBrid(-1, -1));
listaZaBistaSetnje.Add(s);
3
else if(iduciBridovi.Count == 1)
{
s.setnja.Add(iduciBridovi.ElementAt(0));
s.bridovi.Remove(iduciBridovi.ElementAt(0));
}
else
{

for(int i = 1; i < iduciBridovi.Count; i++)

{
Setnja novaSetnja = new Setnja();
novaSetnja.setnja = new List<UsmjereniBrid>(Q);
novaSetnja.setnja.AddRange(s.setnja);
novaSetnja.bridovi = new List<UsmjereniBrid>();
novaSetnja.bridovi.AddRange(s.bridovi);
novaSetnja.setnja.Add(iduciBridovi.ElementAt(i));
novaSetnja.bridovi.Remove(iduciBridovi.ElementAt(i));
sveSetnje.Add(novaSetnja);
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}
s.setnja.Add(iduciBridovi.ElementAt(0));
s.bridovi.Remove (iduciBridovi.ElementAt(0));
3
}
foreach (Setnja s in listaZaBistaSetnje)
sveSetnje.Remove(s);
3
index++;
if(index < sviBridove.Count)
{

setnja(index);
b
setnja(0);

List<string> nizovi = new List<string>Q);
foreach(Setnja s in sveSetnje)

{
StringBuilder sb4 = new StringBuilder();
for (int i = 0; i < s.setnja.Count - (k - 2); i++)
{
UsmjereniBrid v = s.setnja.ElementAt(i);
if (A == 0)
{
sb4.Append(vrhovi.ElementAt(v.izlaz));
}
else
{
string izlaz = vrhovi.ElementAt(v.izlaz);
sb4.Append(izlaz.Substring(izlaz.Length - 1));
}
}
nizovi.Add(sb4.ToString());
3

return nizovi;
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Slika 4.7: Generiranje svih de Bruijnovih nizova za danin i k
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Sazetak

Postoji Citav niz zanimljivih trikova za Cije se izvodenje koriste znanja iz matematike. U
ovom radu istrazuju se trikovi i razli¢ite primjene koje se oslanjaju na matematicki pojam
de Bruijnovih nizova.

Poglavlje 1 zapocinje kartaskim trikom koji se koristi teorijom grafova, alatima konac-
nih polja te kombinatorikom [3]]. Tu se uvodi pojam de Bruijnovih nizova te je dan odgovor
na pitanje koliko de Bruijnovih nizova postoji i opisane su neke metode za konstrukciju de
Bruijnovih nizova, a ona koju valja istaknuti jest konstrukcija pomocéu de Bruijnovog grafa.

U Poglavlju 2 opisane su primjene de Bruijnovih nizova; nacini na koji se oni koriste
za robotski vid, u kriptografiji za stvaranje tajnog kljuca [3]], za rekonstrukciju DNA te
racunanje udaljenosti izmedu dvije DNA vrpce [4] (gdje se osobito korisnom pokazuje
upravo primjena de Bruijnovog grafa).

Poglavlje 3 ponovo se vraca na kartaSke trikove Cija se izvedba bazira na, primjerice,
principu produkta te koji ukljuuju generalizaciju de Bruijnovih nizova, tj. ono §to je
definirano kao univerzalni ciklusi.

U poglavlju 4 dana je programska realizacija de Bruijnovih nizova. Program je raden
u programskom jeziku C# i ima mogucnosti provjere je li zadani niz de Bruijnov, ispis
elemenata potrebnih za konstrukciju de Bruijnovog grafa te ispis de Bruijnovih nizova za
dane parametre (duljinu alfabeta » i red niza k).[6]].



Summary

There is an entire class of interesting tricks that can be preformed by using math knowledge.
In this master thesis, a variety of tricks and different applications relying on de Bruijn sequ-
ences are explored.

Chapter 1 starts with a card trick that relies on graph theory, finite fields, and combinatorics[J]].
The definition of de Bruijn sequences is given and some methods of construction are des-
cribed; one of the methodes that should be emphasized is the construction using de Bruijn
graph. Also, the answer to the question of the number of de Bruijn sequences is given.

In Chapter 2, applications of de Bruijn sequences are described; in robotic vision, in
cryptography for the creation of a corrupting string [3]], for DNA reconstruction and for
calculating the distance between two DNA strings[4] (for which the use of the de Bruijn
graph is remarkably practical).

Chapter 3 goes back to card tricks which are executed based on, for example, the rule of
product, and they include the generalization of de Brujin sequences, that is, what is defined
as universal cycles.

Chapter 4 gives the program realization of de Bruijn sequences. The program is made
in the programming language C# and has the ability to check whether the default string is
de Bruijn sequence, print the elements needed to construct a de Bruijn graph and print de
Bruijn strings for given parameters (length of the alphabet n and order of sequence & )[6].
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