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Uvod

Cilj ovog rada je uvesti modele financijskog trZiSta u diskretnom vremenu te objasniti
vjerojatnosne metode za precizan matematicki opis i razumijevanje tih modela. Promatrat
¢emo jednostavne diskretne modele financijskog trziSta u kojima je poznata distribucija ci-
jene dionice u buducnosti, odnosno slaba informacija. Prikazat ¢emo metode optimizacije
portfelja saCinjenog od dionice i to kroz ocekivanu korisnost slabe informacije. Umjesto
samo kroz dobit, vrijednost slabe informacije promatrat éemo kroz razne funkcije koris-
nosti, ¢ime je moguce ukljuciti razli¢ite stavove investitora prema riziku. Osnovni primjer
diskretnog modela financijskog trziSta bit ¢e potpuni binomni model uz standardnu pret-
postavku o nepostojanju transakcijskih troskova.

Logi¢ni nastavak teorije koju ¢emo obraditi u ovome radu je prelazak s diskretnog na
neprekidno vrijeme, ali opseg ovog rada ne dopusta daljnju diskusiju. Ovaj model, iako
izrazito pojednostavljen, koristan je jer pruza uvid u razmiSljanje koje moZemo koristiti i u
stvarnome svijetu.

Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. Kroz prva dva poglavlja uvodimo teoriju potrebnu
za razumijevanje diskretnog modela financijskog trziSta. Zatim u tre¢em poglavlju sazna-
jemo kako maksimizirati funkcije korisnosti, a na samom kraju dolazimo do pojma koji je
i tema ovog rada, a to je vrijednost slabe informacije.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Investitorom smatramo osobu koja ulaZe u neku vrstu imovine, pritom nas ne zanima
razlika izmedu investitora i Spekulanata niti izmedu investiranja i kockanja. Investitor moze
svoj novac uloZiti u banku i na osnovu toga zaraditi kamatu. U danaSnje vrijeme taj pos-
tupak je neisplativ zbog izrazito niskih kamatnih stopa, ako ne i negativnih. Za potrebe
ovoga rada ne€emo ulaziti u tu problematiku, ve¢ ¢emo koristiti kamatne stope na razini
nekih starijih vremena. Investitori ¢e, osim depozita i oroCenih Stednji, ulagati i u obvez-
nice, a oni skloniji riziku i u dionice. Postoje mnoge druge prilike za investiranje (FX,
vedenice (eng. derivatives) predstavljaju financijsku imovinu ¢ija se vrijednost temelji na
nekoj drugoj (eng. underlying) imovini. Nekoliko je osnovnih vrsta izvedenica, a to su: op-
cije, forward, futures 1 swap ugovor. Forward je ugovor u kojem se dvije strane obvezuju
da ¢e u buducnosti izvrsiti neku transakciju po uvjetima dogovorenima u tom ugovoru.
Futures je nista drugo no forward na uredenom trziStu, dakle standardiziran instrument.
Standardizacija za sobom povlaci sigurnost, ali i gubitak “tailor made” dijela, zbog cega
su forwardi i1 dalje atraktivan izbor. Opcija je ugovor ¢iji kupac ima pravo, ali ne i obvezu
1zvrsiti ga. Postoje tri vrste opcija s obzirom na mogucnost izvrsenja, dvije vrste s obzirom
na pravo izvrSenja te dvije strane. Americka opcija je specificna po tome Sto ju kupac ima
pravo izvrSiti u bilo kojem trenutku do njenog isteka. Europska opcija se moze izvrSiti
samo u vrijeme isteka, a Bermudska opcija samo na unaprijed odredene datume. Kupnjom
put opcije imamo pravo, ali ne i obvezu prodati vrijednosnicu po unaprijed odredenoj ci-
jeni. Kupnjom call opcije imamo pravo, ali ne 1 obvezu kupiti vrijednosnicu po unaprijed
odredenoj cijeni. Kupac opcije je zauzeo long poziciju, a prodavac short poziciju.

Samo postojanje financijskih instrumenata nije dovoljno da bismo se njima bavili.
Najvazniji dio investiranja je procjena vrijednosti imovine, a to je ujedno i najtezi dio.
TrziSte se uglavnom dijeli na dvije strane, tehnicare i fundamentaliste. Tehnicari koriste
tehnicku analizu, tj. vjeruju da su sve relevantne informacije ve¢ ugradene u cijenu ins-



trumenata pa je dovoljno gledati graf cijene. Nasuprot njima su fundamentalisti koji ko-
riste fundamentalnu analizu. Oni vjeruju da je cijena imovine jednaka diskontiranoj vri-
jednosti buducih novcanih tokova te imovine. Obje strane imaju prednosti i nedostatke.
Tehnicarima financijski izvjestaji gotovo da nisu potrebni, dok opca definicija fundamenta-
lista ne daje vrijednost imovini bez novCanih tokova, kao Sto su valute i robe (commodities).
Ako investitor zna distribuciju cijene dionice u buducnosti i Zeli optimizirati svoju zaradu
(tj. svoju korisnost), koja mu je financijska vrijednost informacije koju ima? Da bismo
odgovorili na to pitanje, moramo se upoznati s teorijom obradenom u [12]. Ukljucivanje
funkcija korisnosti umjesto same zarade omogucava vrednovanje svakog investitora za-
sebno, jer svaki pojedinac ima svoju sklonost prema riziku.

Najprije ¢emo uvesti osnovne pojmove, a za pocetak koristimo dvije vrste financijske
imovine. Rizi¢na imovina ¢e biti dionica, a nerizi¢na €e biti novac (tj. depozit u banci) za
koji dobivamo kamatu.

Primjer 1.0.1. Pogledajmo klasicni motivacijski primjer, bacanje novcica. Neka je S
pocetna cijena dionice, tj. cijena u trenutku t = 0. Neka su S (H) i S (T) pozitivne vrijed-
nosti koje predstavljaju cijenu dionice u slucaju rasta i pada, respektivno (H predstavlja
“glavu”, a T "rep”). U ovom primjeru cijena dionice u potpunosti je odredena ishodom
bacanja nesimetricnog novcica, gdje je p = P(novcic je pao na ”glavu”™).

S1(H) =(1+D)So

p
So
(1
2)
S1(T) =0 +a)So
ol _ S _sm o
Definirali smo (1 + b) = s, | (I+a)= 5 | bez smanjenja opcenitosti pretpos-

tavljamo a < b. U slucaju a = b gubimo slucajnost Sto nam nije zanimljivo. Bududi da
bacanjem novcic¢a moZemo izgubiti imovinu, razmislit cemo i o bezrizicnom ulaganju, a to
je ulaganje u novcano trziste putem bankovnog depozita za koji dobivamo kamatu r. Na-
kon jedne vremenske jedinice imat ¢emo (1 +r) novéanih jedinica. U radu pretpostaviljamo
r > 0, iako je matematicki tocna i slabija pretpostavka r > —1. Kasnije cemo zakljuciti da,
ukoliko Zelimo izbjeci arbitraZu, mora vrijediti a < r < b.



1.1 Funkcije korisnosti

U matematici i ekonomiji se koriste razne funkcije korisnosti, a uvodimo ih kako bismo
izmjerili zadovoljstvo pojedinca. U ovome radu za funkcije korisnosti koristit ¢emo se
oznakom U.

Definicija 1.1.1. Funkciju U : R — R koja zadovoljava sljedeca svojstva:
e stroga konkavnost, tj. za svake dvije tocke x,y € Qi VA € [0, 1] vrijedi da je

UAx+ (1 -y) > AUx)+ (1 -)U(y);

e strogi rast, tj. ako je x <y, onda je U(x) < U(y);

e neprekidna diferencijabilnost, tj. U je klase C';

e lim,_,(U'(x) =+c0 i lim,,U'(x)=0;
zovemo funkcija korisnosti.

Definicija 1.1.2. Apsolutna odbojnost prema riziku definira se kao:

_ UN(X)
A(x) = ,
(%) U
a relativna odbojnost prema riziku kao:
R(x) = x- A(x).

Ovi uvjeti su dovoljni za izrazavanje sklonosti pojedinca prema riziku, zadovoljavaju
zakon opadajucéih povrata 1 garantiraju da povecanje zarade rezultira povecanjem koris-
nosti. Za poc€etak ¢emo promatrati tri razlicite funkcije korisnosti:

e Log korisnost: U(x) = In(x),x > 0. Ova korisnost ima konstantnu relativnu od-
bojnost prema riziku koja iznosi 1, $to implicira da pojedinac uvijek ima izloZenost
proporcionalnu svojoj zaradi,

—-In"(x) —1/x?

In'(x) o 1/x

R(x)=x-

e Power korisnost: U(x) = %,/1 € ( — oo, H\{0} i x > 0. Ovdje takoder imamo
konstantnu relativhu odbojnost prema riziku koja iznosi 1-4,

- —(xﬂ//l)” _ _(/1_1).)6/1—2

_— = =1-A
(X /Ay X A1

R(x) =



Funkcija korisnosti odrazava vecu sklonost riziku od Log korisnosti za 0 < 4 < 1.
U slu€aju —co < A < 0 radi se o manjoj sklonosti riziku, a za A — —oo pojedinac je
sve manje sklon riziku.

e Eksponencijalna korisnost: U(x) = —e ™", @ > 01 x € R. Ova funkcija korisnosti
ima konstantnu apsolutnu sklonost riziku jednaku a, dakle pojedinac ¢e u svom ula-
ganju uvijek imati jednaku sklonost riziku u odnosu na svoju zaradu,

(_e—aX)H _a2 e

A(.X) = (_e—ax)/ - a- e 9x =a

Iako ne zadovoljava zadnje svojstvo iz Definicije 1.1.1, radi se o zanimljivoj funkciji
u klasi proSirenih funkcija korisnosti pa ¢emo ju i dalje promatrati.

Napomena 1.1.3. Buduci da Zelimo promatrati jednostavan model imat éemo i jednostavne
pretpostavke. Nalazit cemo se na trZistu bez trenja. Pretpostavke su:

e ne postoje povlastene informacije;
e nema transakcijskih troskova;
e financijsku imovinu moZemo beskonacno dijeliti;

e sva imovina je likvidna (moZe se pretvoriti u novac u bilo kojem trenutku bez gubitka
vrijednosti);

e kamatna stopa jednaka je za posudivanje i ulaganje;
o trgujemo samo u diskretnim trenutcima t € {0, 1,...,T};

e izmedu svaka dva trenutka imamo samo jedan period.

1.2 Opis modela financijskog trzista

Zai = 0,1,...,dit € Ny neka je S! = cijena, odnosno vrijednost i-te financijske
imovine u trenutku 7, pri ¢emu je S| je nenegativna slu¢ajna varijabla, ¥ > 11 §{ > 0

realan broj. Vektor S, = (S%,5!,52,...,5% zovemo sustav cijena u trenutku t. Neka
je (Q,F,P) vjerojatnosni prostor, ¥ = P(Q), Q je prostor elementarnih dogadaja w koji
je konacan, Q = {w;, wy,...,w;}, zaneki k € N. Elementarni dogadaj w € € je zapravo

jedno stanje ili scenarij koji se moZze dogoditi u buducnosti, a tada je cijena imovine u



trenutku ¢ upravo Si(w) € R,. Kako bi svi neprazni dogadaji bili moguéi, pretpostavit
¢emo P({w}) > 0.

Dovoljno Ce biti pretpostaviti da imamo jednu nerizi¢nu imovinu, (S%),5, takvu da vri-
jediS) =1i8Y =1+r,r > 0konstanta. Ostali vrijednosni papiri (S}),o bit ¢e rizi¢ni i
smatrat cemo ih nekonstantnim slu¢ajnim varijablama.

Definicija 1.2.1. Familiju o-algebri F = {Fo,F1,...,Fr} na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) zovemo filtracija ako vrijedi Fo C F1 C...CFr C F.

Definicija 1.2.2. Slucajni proces X = (X,, t € {0, 1, ..., T}) je adaptiran u odnosu na filtra-
ciiuF = (F,t €{0,1,...,T}) ako je za svaki t = 0, 1,..., T slucajna varijabla X, izmjeriva
u odnosu na o — algebru F,.

Definicija 1.2.3. Slucajni proces X = (X,, t € {0, 1, ..., T}) je predvidiv u odnosu na filtra-
ciju F = (F,,t €{0,1,...,T}) ako je za sve t € {1, ..., T} slucajna varijabla X, izmjeriva u
odnosu na o — algebru F,_y, te ako je Xy izmjeriva u odnosu na F.

Definicija 1.2.4. Strategija trgovanja (dinamicki portfelj) je predvidiv slucajni proces ¢ =
((gb?, P, .. ,¢f), t=1,2,..., T) s vrijednostima u R™". Vrijednost portfelja u trenutku
t=1,2,...,T je slucajna varijabla:

d
V@) =¢S5, = ) &Sl
i=0

Diskontirana vrijednost portfelja u trenutkut = 1,2,...,T je slucajna varijabla:
V(@)= ¢ S,
gdjeje S, = (li—’r), Strategija ¢ je samofinancirajuéa ako ¥t € {0, 1,...,T — 1} vrijedi
¢St =1+ St

Napomena 1.2.5. Posljednju jednakost moZemo zapisati i kao:

Grs1 (S =80 = P S _¢t'St = Vi (¢)_Vt(¢)

Razliku cijena financijskih imovina izmedu bilo koja dva trenutka r — 1 1 t,(r > 1)
oznacavamo s:
ASt:S[_S[_l, IST.

Definicija 1.2.6. Strategija ¢ je dopustiva ako je samofinancirajucaiza svet € {0,1,...,T}
vrijedi V,(¢) > 0.



Definicija 1.2.7. Portfelj ¢ naziva se arbitraZa ako vrijedi ¢ - Sy =0, ¢-S; >0, P-
gotovo sigurno i P[¢ - S| > 0] > 0.

Ovakvim definiranjem dopustamo i short sale, tj. ¢' < 0 predstavlja posudivanje |¢/|
novcanih jedinica (u svrhu kupnje koriStenjem polugeﬂ kupnje vrijednosnih papira).
Cilj investiranja je, uz danu razinu rizika, ostvariti najve¢i mogu¢i prinos. Prirodno se jav-
lja ideja o moguéoj bezrizi¢noj zaradi. Takvu zaradu zvat emo arbitraZa. Dakle, radi se o
vrsti ulaganja u kojoj nam je povrat ulozenih sredstava zagarantiran, uz mogucnost zarade.

Primjer 1.2.8. Nalazimo se u jednoperiodnom binomnom modelu gdje je pozitivna vje-
rojatnost dogadaja H i T. Pokazat ¢emo da, uz uvjet 0 < a < r < b, model ne dopusta
arbitrazu. Odnosno, ako je Vo =0 i

Vi=¢'Si++nV,-¢'Sy),

tada V| ne moZe biti strogo pozitivna slucajna varijabla s pozitivnom vjerojatnosti, osim
ako je V, strogo negativna s pozitivnom vjerojatnosti, bez obzira na izbor ¢'.

Pretpostavili smo samo dva moguca stanja u trenutku t=1, a to su H i T. Uvjet zadatka se
moZe zapisati kao:

ViEH)>0=>Vi(T)<0i Vi(T)>0= Vi(H) <O0.
Zanima nas samo Vy = 0, ali dokazat éemo opcenitiju tvrdnju, Vo > 0
Vi) > 1+ Vo= Vi) <A +nVyiVi(T)>0+rVy= Vi(H) <1+ r)V,.
Za formalni dokaz moZemo zapisati Vy kao:
S1-S0

0

v =¢1S0( —r)+(1 + V.

Slijedi:
Vi(H) = (1 + r)Vo = ¢'So(b — 1)

Vi(T) = (1 +1)Vo = ¢'So(a-r).
Uz uvjet a < r < b, izraz So(b — r) je pozitivan, a S o(a — r) je negativan. Dakle,

ViH) > (1 +nVy=¢'>0= Vi(T) < (1 +nV,

ViiT)> (1 +rVy=¢' <0= Vi(H) < +1)V,.

! Leverage = koristenje poluge, tj. kupovina posudenim sredstvima radi ostvarivanja veceg prinosa, rizik
je takoder veci.



Poglavlje 2

Martingali

Definicija 2.0.1. Uvjetno ocekivanje slucajne varijable X : Q — R u odnosu na dogadaj A
za koji je P(A) > 0, je ocekivanje od X s obzirom na (uvjetnu) vjerojatnost P(-|A), odnosno

E[X14]

E[X|A] = — R

Formalno, neka je G o-algebra sadrana u ¥ . Uvjetno ocekivanje od X s obzirom na G
Jje G-izmjeriva slucajna varijabla B[ X|G] takva da YA € G vrijedi:

E[14E[XIG]] = E[14X].

Definicija 2.0.2. Neka je (Q, F, (F1)s0, P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F. Slucajni
proces (X))o je martingal ako vrijedi:

@) E[X/|]] <oo, V=0,

(ii) X, je F-izmjeriva slucajna varijabla,
@) E[X; | Ful = X, VM < 1.
Napomena 2.0.3. (iii) je ekvivalentno s:

E[XH—I | 7';] = Xt-

Dodatno, definiramo supermartingal (submartingal) ako u (iii) vrijedi znak nejednakosti
<(>).



Propozicija 2.0.4. [12] Adaptiran niz slucajnih varijabli M= (M,,t € {0, 1, ..., T}) je mar-
tingal ako i samo ako za svaki predvidiv niz slucajnih varijabli H=(H,,t € {0, 1,...,T})
vrijedi:

U tom slucaju je proces I = (I, : t € {0, 1, ..., T}) definiran s I, = E[ Zﬁ;(l) H,-AML»] martingal.

2.1 Osnovna svojstva uvjetnog ocekivanja

Teorem 2.1.1. Neka je X slucajna varijabla, G, H o-podalgebre od ¥ . Tada vrijedi:
1. Ako je Y verzija od B[ X|G), vrijedi E[Y] = E[X].

Ako je X G-izmjeriva, onda je E[X|G] = X gotovo sigurno.

E[X|G] je gotovo sigurno linearno u X.

Ako je X > 0, onda je E[X|G] > 0.

Ako je H o-podalgebra od G, onda je E[E[X|G]|H] = E[X|H] gotovo sigurno.

S

Ako je Z G-izmjeriva i ogranicena slucajna varijabla, onda je E|ZX|G] = ZE[X|G]
gotovo sigurno.

7. Ako je H nezavisno od o(o(X), G), onda je B[ X|o(G, H)] = E[X|G] gotovo sigurno.
Ako je X nezavisno od ‘H, onda je E[X|H] = E[X] gotovo sigurno.

Teorem 2.1.2. Neka je (Q2, F, P) vjerojatnosni prostor. Neka je (Y;)>1 niz slucajnih varija-
bli i neka je G C F o-podalgebra od F. Tada vrijedi:

(i) (Monotona konvergencija) Neka je (Y,);» rastuci niz pozitivnih slucajnih varijabli
takvih da lim,_,., Y, = Y g.s. Tada vrijedi:

lim E[Y, | ] = E[Y | G

(ii) (Fatouova lema) Neka je (Y,);>1 niz pozitivnih slucajnih varijabli, tada vrijedi:

E[liminf Y, | G] < liminf E[Y, | G].
t t



(7ii) (Dominirana konvergencija) Neka je Y, 2y g.s. i neka postoji Z € L'(Q, F,P)
takav da je |Y,| < Z, Vt. Tada vrijedi:

lim B[Y, | G] = E[Y | 6.

Teorem 2.1.3. Neka je ¥ = (F; : 0 < t < T) filtracija, X i Y Fr-izmjerive slucajne
varijable, E,[X] = E[X|F,] i Ea[X] = E[X|A], A € F,. Tada vrijede sljedeca svojstva:
(i) Linearnost uvjetnog ocekivanja. Vc,, ¢, € R vrijedi:

E/lc1X + Y] = i E[X] + c,E [Y].

(ii) Ako je X F;-izmjeriva slucajna varijabla, tada vrijedi:

E,[XY] = X -E,[Y].
(iii) Iterirano ocekivanje. Ako je O <t <m < T, tada vrijedi:

E, [E[X]] = E,[X].
(iv) Nezavisnost. Ako je slucajna varijabla X nezavisna od F,, tada vrijedi:

E,[X] = EX.

(v) Uvjetna Jensenova nejednakost. Ako je ¢(x) konveksna funkcija varijable x, tada
vrijedi:

Elle(X)] = o(E[X]).

Primjer 2.1.4 (Simetri¢na slucajna Setnja). Bacamo simetrican novcié, svaki puta kada
padne glava nas slucajni setac napravi jedan korak naprijed, a kada padne pismo napravi
Jjedan korak nazad. Oznacimo s X; = 1 situaciju u kojoj je j-to bacanje rezultiralo glavom
i X; = —1 u sluc¢aju pisma. Promatramo stohasticki proces (M, : t < 0) definiran s My = 0
i

t
M,:ZX, t>1.
=1

(i) Proces (M,: t > 0) je martingal. Naime, iz Teorema 2.1.3 (iv) slijedi
E/[M1] = M, + E[[X,11] = S M, + E[X;11] = M,.

(ii) Neka je o > 0 konstanta i za t > 0 definiramo:



Pokazat ¢emo da je (Y;,t > 0) martingal. lako simetri¢na slucajna setnja M, nema ten-
denciju (1j. ocekivanje) rasta, geometrijska simetricna slucajna Setnja e”™: ipak ima. To
Jje posljedica komponiranja martingala s konveksnom eksponencijalnom funkcijom El Da
bismo opet dobili martingal, moramo diskontirati geometrijsku slucajnu Setnju diskontnim
faktorom —2—, koji je strogo manji od 1 za o # 0. Slijedi da je

T +e= T

g | Yt 2 g |erxn 2 | Tm2iaan 2 B[et] = 1.
Y, e’ +e 7 e7 +e 7

Primjer 2.1.5 (Slucajni proces koji je martingal, ali nije Markovljev lanac). X; je ishod

t — tog bacanja novcica:
1, w,=H
X(w) = { ’

_1, (,()t:T.

Pretpostavimo da je P(X; = 1) = P(X, = -1) = % Ummimo Y, = X, i Y = Y, +
b(X1, -+, X)X:s1, gdje je b,(-) omedena funkcija na {—1,1}. OCcito, (Y;);»1 je adaptiran
slucajni proces i martingal:

ElYie1r = Yol = bi(Xy, - -+, X)Ei[Xi1] = 0.

Za nekuﬁ’kaiju f; Et[f(Yt+l)] = %[f(Yt"'bt(Xl, T Xt))+f(Yt_bt(Xl’ ) Xt))]- Et[f(YHl)]
mora ovisiti samo o Y, jer b, nisu specificirane funkcije. Dakle, opcenito (Y,);», nije Mar-
kovljev lanac.

Napomena 2.1.6. Ako shvatimo X, kao rezultat t-te oklade, tada je Y, stanje imovine u
trenutku t. Funkcija b, je ulog u (t + 1)-oj okladi i odredujemo ga u skladu s prethodnim
okladama.

2.2 Martingalna mjera na financijskom trzistu i
odredivanje cijena vrijednosnica

Definicija 2.2.1. Vjerojatnosna mjera P* na (Q,F) zove se martingalna mjera ili mjera
neutralna na rizik, ako ¥Vt € {0, 1,...,T — 1} vrijedi:

£+1
1+7r

E* =S! ie{0,1,..d}.

Definicija 2.2.2. Vjerojatnost P* je ekvivalentna s P i pisemo P* ~ P, ako YA € F vrijedi:

P'(A)=0 < P =0.

!'Slijedi primjenom uvjetne Jensenove nejednakosti, Shreve, vjezba 2.3.
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Napomena 2.2.3. Na diskretnom vjerojatnosnom prostoru € na kojem vrijedi P ({w}) >
0, Vwe Qvrijedi:
P'~P — P"({w}) >0,Yw e Q.

Oznadimo s P familiju svih martingalnih mjera ekvivalentnih s P, tj.:
P = {P" : P*je martingalna mjera i P* ~ P}.

Teorem 2.2.4. 1. fundamentalni teorem[12, Teorem 1.6] Model trfista ne dopusta ar-
bitrazu ako i samo ako je P # 0, tj. ako i samo ako postoji ekvivalentna martingalna
mjera.

Kao $to im ime govori, izvedenim vrijednosnicama vrijednost ovisi o nekoj drugoj
financijskoj imovini. Isplata vrijednosti Cesto ima nelinearnu ovisnost o primarnim imovi-
nama S°, S',...,S%

Definicija 2.2.5. Slucajni zahtjev je Fr-izmjeriva slucajna varijabla C na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) takva da je:

0<C<oco, P-g.s.

Slucajni zahtjev C zove se izvedenica primarnih imovina s cijenama S°,S1,...,5% ako je
C funkcija od S ,, tj. ako postoji Borelova funkcija f: R4" — (0, 00) takva da je:

C=f(s%S).....57).
U uvodu smo pojasnili call i put opcije, a sada ¢emo ih i formalno zapisati.

Definicija 2.2.6. Europska call opcija na i-tu financijsku imovinu s dospijecem T i cijenom
izvr§enja K definirana je s C= (SlT - K)+.

Europska put opcija na i-tu financijsku imovinu s dospijecem T i cijenom izvrsenja K
definirana je s C= (K - SiT)+.

Napomena 2.2.7. Primjecujemo da uvijek vrijedi:
Ccall _ Cpllt _ Si -K
=S .

Definicija 2.2.8. Slucajni zahtjev C je dostiZan ako postoji dopustiva strategija ¢ takva da
je C =V (¢). KaZemo da strategija ¢ replicira C.

Definicija 2.2.9. Model triista bez arbitraZe je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostiZan.

Teorem 2.2.10. Drugi fundamentalni teorem.
Model triista bez arbitraZe je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena ekvivalentna mar-
tingalna mjera.

12



Za kraj iznosimo formulu po kojoj moZemo racunati cijenu europske call opcije u tre-
nutku 7. Detalji se mogu naci u [12]. Radi se o Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu (CRR
model), koji je zapravo diskretna verzija poznatog Black-Scholes-Mertonovog modela.

Propozicija 2.2.11. CRR model ne dopusta arbitraiu ako i samo ako vrijedi a < r < b.
Ako je a < r < b, tada je CRR model potpun.

Propozicija 2.2.12. Neka je c : {0,1,...,T} X R — R definirana formulom:
c(t,x) = (1+7r) T Z( )(1 — pY (PO + aY (1 + b)Y - K

Tada za cijenu europske call opcije vrijedi: C, = c(t,S,), t € {0,1,...,T}, gdje je p* =
— €40, 1). Posebno, u trenutku t=0 cijena europske call opcije je:

T

Co=c(0.S))=(1+n7 )] (?)(1 = Y ()1 + @) (1 + b)Y — K.

J=0

2.3 Promjena mjere

Pogledajmo konac¢an skup stanja Q i na njemu dvije vjerojatnosne mjere, P i P, takve
da za sve w € Q vrijedi P(w) >0 1 P(w) > 0. Mjere su ekvivalentne, ali razlikuju se u
vjerojatnosti pojedinog elementarnog dogadaja.
Definiramo slu¢ajnu varijablu Z koju zovemo Radon-Nikodymova derivacija od P u odnosu
na P:

P(w)
Z(w) = —.
(w) P)
Teorem 2.3.1. Vrijedi:
(i))P(Z>0)=1;
(ii) EZ = 1;
(iii) Za svaku slucajnu varijablu Y :
EY = E[ZY].
Dokaz.
(i) Slijedi iz pretpostavke P(w) > 01i P(w) > 0, Yw € Q.
(i)
EZ = ) Z(w)P —P(w) = P(w) = 1.
D Z(w)Pw) = P()u D B =

we we)

13



(1i1)

By = Z Y(w)P(w) = Z Y(w )WP( w) = Z Z(w)Y(w)P(w) = E[ZY].

we weQ weQ

O

Napomena 2.3.2. Neka je P vjerojatnosna mjera na konacnom skupu stanja €. Dopustamo
P(w) = 0, za neki w € Q. Neka je Z slucajna varijabla na (Q,P(Q),P) za koju vrijedi
P(Z >0)=1iEZ = 1. Za w € Q, definiramo P(a)) = Z(w)P(w), te za dogadaje A C Q,
definiramo P(A) DA P(w). Pokazujemo sljedece:

(1) P Jje vjerojatnosna mjera, ij. ﬁ(Q) =1
P(Q) = Y pea P(w) = Ypea Z(w)P(w) = E[Z] = 1.

(ii) Ako je Y slucajna varijabla, tada vrijedi: BY = E[ZY].
E[Y] = Yuea Y(WP(W) = X eq Y(0)Z(0)P(w) = E[YZ].

(iii) Ako je A dogadaj za koji vrijedi P(A) = 0, tada takoder vrijedi: P(A) = 0.
P(A) = Y ex Z(w)P(w). Zbog P(A) = 0 = P(w) = 0, Yw € A. Dakle, P(A) =

(iv) Pretpostavimo da je P(Z > 0) = 1. Ako je A dogadaj za koji vrijedi P(A) = 0, tada je
P(A) =0

Ako je P(A) = Y pes Z(w)P(w) = 0, zbog P(Z > 0) = 1, mozemo zakljuciti P(w) = 0,Vw €
A. Dakle, P(A) = . s P(w) = 0.

(v) Ako su P i P ekvivalentne, tada imaju isti skup vjerojatnosti dogadaja jedan, tj. P(A) =
1 &= PA) =1 N N
PA) =1 < PA)=0 < PA)=0 < PA) =1

(vi) Pronadimo primjer za koji vrijedi P(Z > 0) = 1, ali P i P nisu ekvivalentne.
Uzmimo wy takav da vrijedi 0 < P(wy) < 1. Definiramo:

O, w * wo,
Z(w) = { . B
_P(wo), w = Wy.

TadajeP(Z >0)=1 i E[Z] = -P(wp) = 1. Ocito:

IP(wo)

PQ\ {wo) = )| Z(W)P(w) =

WFW(
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Ali:
P(Q\ {wo}) = 1 = P(wy) > 0 zbog P(wy) < 1.

Dakle, P i P nisu ekvivalentne.

U N-periodnom binomnom modelu s vjerojatnosnom mjerom P i mjerom neutralnom
na rizik P, neka je Z Radon-Nikodymova derivacija od P u odnosu na P.
Oznacimo s #T (w; . . . wy) broj ponavljanja glave na nov¢i¢u u N nezavisnih bacanja, ana-
logno za pismo.

Z((,Ul .. .(UN) =

M _ (ﬁ)#H(wl...wN) (q)#T(‘”l---wN)
q

Pw;...wy) \p

Slucajnu varijablu state price density definiramo s

Z(w)

= , e Q.
A+ “

&(w)

Slucajnu varijablu é(w)P(w) zovemo state price u odnosu na w € Q.

Primijetimo da je state price £(w)P(®) cijena imovine u trenutku O koja isplacuje iznos 1 u
vremenu N ako i samo ako se dogodi dogadaj .

U slu€aju da imamo imovinu koja isplacuje iznos razliit od 1, moZzda i za viSe dogadaja
w, takvu imovinu moZemo smatrati portfeljem imovina koje isplac¢uju 1 u slucaju da je
ispunjen jedinstveni w, Sto se vidi iz:

. Vy
BN
(1+r)WN

= BIEVy] = ) Va()E(@)P(w).

weQ

Vo

Teorem 2.3.3. Nalazimo se u binomnom N—periodnom modelu kojeg smo uveli u poglavlju
1.2. Neka je ¢ = (¢, : n € {0, 1,..., N — 1}) adaptirani slucajni proces, Sy € R i slucajan
proces V = (V,:t € {0, 1, ..., N}) zadan rekurzivno pomocu:

Vil =¢/Si + (1 + 1V, —¢/S),t€{0,1,....,N — 1}.

Diskontirani slucajna varijabla %,t €{0,1,...,N} je P— martingal, odnosno
Vt = Vt+1
= —, te{0,1,...N—1}.
A+r +r)’+1] { }

Korolar 2.3.4. Uz pretpostavke Teorema 2.3.3. vrijedi:

E[ 7
1 +ry

=V, te€{0,1,..,N}L
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Dosad smo promatrali Fy-izmjerivu slucajnu varijablu Z za koju vrijedi E[Z|F,] = Z,.
Sada Zelimo procijeniti Z koriste¢i informacije o bacanju nov¢iéa u trenutku t < N, a to
¢emo napraviti pomocu nove slucajne varijable Z koju uvodimo u nastavku.

Teorem 2.3.5. Neka je Z slucajna varijabla u N-periodnom binomnom modelu. Defini-
ramo:

Z, =E[Z], te{0,1,..,N}.
Tada je proces Z = (Z, : t € {0, 1, ..., N}) P — martingal.

Dokaz. Zat € {0,1,..., N — 1}, iterativnim KkoriStenjem svojstva uvjetnog ocekivanja dobi-

vamo:
EilZi11] = BEm[Z]] = E[Z] = Z,.

O

Definicija 2.3.6. Neka je Z Radon-Nikodymova derivacija od P u odnosu na P. Proces
(Z 1t €1{0,1,...,N}) iz proslog teorema zovemo proces Radon-Nikodymove derivacije od
P u odnosu na P.
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Poglavlje 3

Maksimizacija funkcija korisnosti

3.1 Capital Asset Pricing model

Dosad smo modelirali cijenu imovine tako da smo trazili cijenu koja ne dozvoljava ar-
bitrazu. Postoji 1 drugi nacin koji trazi ravnotezu izmedu ponude i potraZznje medu investi-
torima. Zadovoljstvo investitora i dalje mjerimo funkcijama korisnosti. Iako drugi nacin ne
pruza opseZznu kvantitativnu analizu, vazan je sa svoje kvalitativne strane. Postoje mnoge
primjene jer nisu sva trziSta potpuna pa cijene ne moZemo odrediti na klasi¢an nacin. U
klasi¢nom nacinu smo koristili dvije vjerojatnosne mjere, pocetnu i mjeru neutralnu na ri-
zik. Kada raCunamo cijenu izvedenica dovoljna nam je samo mjera neutralna na rizik, iako
nam je pocetna mjera korisna u dvije situacije, a to su upravljanje imovinom i upravljanje
rizicima. Asset management trazi kompromis izmedu rizika i nagrade (risk-reward trade-
off), a za to nam mjera neutralna na rizik nee pomoci. Upravljanje rizicima traZi stvarnu
vjerojatnost nepovoljnog dogadaja, Sto takoder ne zahtijeva mjeru neutralnu na rizik.
Mogli bismo promatrati cijelu familiju funkcija korisnosti. Izaberimo p < 1, p #0
i ¢ € R te definiramo

%(x—c)”, x>c,

U, () 0, O<p<lix=c,

X) =

P —00, p<0ix=c,
—00, x <cC.

Pogledajmo N-periodni binomni model kakav smo predstavili u prvom poglavlju. Za dani
Vo, Zelimo pronaci portfelj ¢ = (¢, : n € {1,2, ..., N — 1}) koji maksimizira:

E|U(Vy)],
uz danu jednadzbu:

Vel = 0281 + (L + 1)V, —9:8,), ne{0,1,...,N—1}. (3.1

17



Napomena 3.1.1. Umjesto da uvjet maksimizacije bude gornja jednadzba, mogli bismo
postaviti drugi uvjet:

Vy
(1+rWN

gdje je ocekivanje u odnosu na mjeru neutralnu na rizik, iako ju nismo zahtijevali u samom
iskazu problema pa bismo problem mogli preformulirati.

*

=V, (3.2)

Za dani V), Zzelimo pronaci Vy, vrijednost optimalnog portfelja u trenutku N, koja mak-
simizira
E| Uy,
uz uvjet (3.2). Sljedeca propozicija nas uvodi u postupak kojim ¢emo biti u mogucnosti
izraCunati uvodni problem. Najprije ¢emo nadi slucajnu varijablu Vy koja maksimizira

E[U (VN)] uz uvjet (3.2), a nakon toga konstruirati portfelj s pocetnom vrijednoséu Vj i
vrijednoscu portfelja Vy u trenutku N.

Propozicija 3.1.2. [9) Lema 3.3.4.] Pretpostavimo da je ¢* = (¢, : n € {1,2,...,N —1})
portfelj koji maksimizira E[U(Vy)] uz dani V;; te da je Vy, vrijednost optimalnog portfelja
u trenutku N. Tada je V), rjeSenje problema iz Napomene 3.1.1.

Dodatno, prepostavimo da je Vy, rjesSenje problema Napomene 3.1.1. Tada postoji portfelj
¢ = (¢, :n€l{l,2,..,N—1}) s pocetnim ulogom V koji u trenutku N ima vrijednost V, i
on je optimalan za E[U(Vy)].

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢* = (¢, : n € {1,2,...,N — 1}) portfelj koji maksimizira
E [U(Vy)] s pocetnom vrijednoséu V;; uz uvjet (3.1) te da je V, vrijednost tog portfelja u
trenutku N. Kako bismo pokazali da je V}, optimalan i u smislu Napomene 3.1.1., moramo
se uvjeriti da zadovoljava uvjet (3.2) i da za svaki drugi Vy koji zadovoljava (3.2) vrijedi

E[U(VW)] < E[UV})]. (3.3)

Jer je V}, vrijednost pretpostavljenog optimalnog portfelja ¢* u trenutku N, prema Korolaru
2.3.4. vrijedi (3.2). Neka je sada Vy neka druga slucajna varijabla koja zadovoljava (3.2).
MoZemo konstruirati portfelj ¢ = (¢, : n € {1,2,...,N — 1}) s poetnom vrijedo$¢u V,
1 vrijednoS¢u Vy u trenutku N. Jer je V}, optimalan portfelj, a Vi je neki drugi portfel]
koji zadovoljava iste uvjete, mora vrijediti (3.3). Dakle, V je optimalan za E[U(Vy)].
Za drugi dio pretpostavimo da je V; optimalan za E[U(Vy)]. Konstruirat cemo portfel]
¢* = (¢, :n€{l,2,...,N—1}) uz pocetnu vrijednost V i vrijednost V}, u trenutku N. Neka
je ¢ = (¢, : nef{l,2,..,N—1}) neki drugi portfelj uz pocetnu vrijednost Vj 1 vrijednost
Vy u trenutku N. Jer Vy zadovoljava (3.2)) i jer je V, optimalan za E [U(Vy)] vrijedi (3.3)),
¢ime je dokazana optimalnost od Vy,. O
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Imamo N bacanja nov&iéa, dakle M = 2" mogucih ishoda w koje oznatavamo s:

Primijetimo da je w™ cijeli niz nov¢i€a, a ne m-ti rezultat jednog bacanja. Podsjetimo
se, ranije smo definirali state price density process kao & = (¢, : n € N). Definiramo
En = E(Wp), pm =P 1x, =Vy("),zame{1,2,..., M}.

Za dani V), Zelimo pronaci vektor X = (xy, X, .. ., Xj7) koji maksimizira:

M
> PG,
m=1

uz uvjet:

M
mexmé‘:m = VO-

m=1

Koriste¢i Lagrangeovu funkciju:

M M
LOow) = ) puU(xn) = a( D Puknén = VO),
m=1 m=1

dobivamo jednadzbe:

9

o LX) = pulU (X)) = Apmén =0, me {1,2,..., M},

Nakon malo racunanja, jednazbe moZemo svesti na:

Uxp) = A, me{l,2,...,M).
Ranije smo definirali i Radon-Nikodymovu derivaciju od P* u odnosu na P , Z(w) = E;((—u‘j’)).
pa uvrstavanjem Radon-Nikodymove derivacije i state price density procesa u gornju jed-

nadzbu dobivamo:
AZ

(1+r)N°
U je strogo konkavna gdje god je konacna pa joj je derivacija strogo padajuca i ima
inverznu funkciju koju oznacavamo s 1.

Kada pronademo inverz, primijenimo ga na (3.4)) i dobivamo:

VN:I( 0 ) 3.5)

(1 + )N

U(Vy) = (3.4)
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Dobili smo formulu za optimalan V) u terminima varijable A. Koristeéi[] daje

E* [U‘:—’j)N] =V, dobivamo sljedec¢i izraz:

z Az
E (1+r)NI((1+r)N)} = V. (3.6)

Nakon rjeSavanja (3.6) po A i uvrStavanjem u (3.5)) uz [9, Teorem 1.2.2.] dobivamo opti-
malni portfelj ¢ = (¢, : n € {1,2,...,N — 1}).

3.2 Primjeri

Bogati investitor nam je pruzio V,, novca kako bismo pokazali efektivnost svoje strate-
gije unutar N perioda. Dozvoljeno nam je ulagati u N-periodni binomni model, uz uvjet
da vrijednost portfelja nikad ne smije biti negativna. Ako je u trenutku N vrijednost por-
tfelja Viy > vy, gdje je ¥ > 0 konstanta koju je zadao investitor, imamo pravo upravljanja
velikim iznosom novca za tog investitora. Dakle, naS se problem sastoji od maksimiziranja
vrijednosti portfelja u trenutku N, tocnije maksimiziranja

P(Vy 2 ),

gdje je slucajni proces V = (V,, : n € {1,2,..., N} s po€etnom vrijedno$¢u V; i vrijednost
portfelja V, zadovoljava:
V.20, nefl,2,...,N}

Problem moZemo preformulirati na sljede¢i nacin, potrebno je maksimizirati:
P(Vy 2 )
uz uvjet:

. VN

ST V,>0, ne{l,2,...,N}. (3.7)

(1) Pokazimo da ako je Vy > 0, tadaje V,, > 0, Vn.
Zbog martingalnosti, V,, = E; [#] Dakle, ako je Vy > 0,tada V,, > 0, Vn.
(i1) Pogledajmo funkciju korisnosti:

0, 0<x<y,
Ux) =
I, x>v.

'E* je o¢ekivanje s obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru P*
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PokaZimo da za fiksni y > 0, vrijedi:
U(x) =yx < UI(y) = yI(y), Yx 20,

gdje je:

v, 0<y$l,
I(y)={ 7
0, y>

Pogledajmo sljedeca Cetiri scenarija:
a)Akoje0<x<yil0<y< %,tadaje:
Ux)—yx=-yx<0iUU(y)—-yI() =U(y)—yy=1-yy=0.

b) AkojeO0<x<y 1 y> %,tadaje:
U(x) - yx = —yx < 08 UU()) = yI(y) = UO) =y - 0 = 0.

c)Akojex>vy i ()<y§%,tadaje:

Ux)—yx=1-yx i UUW)-yIy)=Uy)-yy=1-yyz1-yx

d) Akojex>y i y> %,tadaje:

Ux)=yx=1-yx<0iUU) -yIy) =U0)-y-0=0.

U svakom slucaju vrijedi:
Ux) —yx < UU(Y)) = Y1)

(iii) Pretpostavimo da postoji rjeSenje A jednadzbe:

z I( A )]:VO. (3.8)

Slaror \aer

Pokazimo da je optimalni Vy zadan pomocu:

Az
V;:I((1+F)N). (3.9)

Iz (ii)ivzx = Vy,y = %, gdje je Vy sluCajna varijabla koja zadovoljava E* [—UKQ’)N] = Vo,

imamo:
AZ

g

(1 + )V

E[U(VN)] - E[ VN] <E[U(Vy]-E
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Odnosno:

E[U(Vn)] = AV, < E[U(Vy)] = AV,
Dakle: E[U(Vy)] < E[U(Vy)].
(iv) Postoji M = 2V moguéih ishoda bacanja nov&iéa, oznac¢imo ih s w!, -+ -, w¥ i defi-
nirajmo &, = &(w™), pm = P(w™). Sortirajmo ih u padajuci niz &, tj. oznacili smo niz
bacanja novcica tako da vrijedi:

L1 <6< <.

Pretpostavka da je A rjeSenje problema (3.8)) ekvivalentna je pretpostavci da za neki K € N
imamo &g < &gy 1:
Vo

K
> Eupm=—. (3.10)
m=1 Y

Da bismo to pokazali, iz (3.8)) dobivamo:
2N 2N
Vo = megml(/lgm) = megmyl{/lgmg%}'
m=1 m=1

Slijedi: % = Zillpmfmlug”é%,. Pretpostavimo da je A € R rjeSenje od (3.8), % > 0 pa
mozemo zakljuciti da je {m : A&, < %} # (. Neka je K = max{m : 1§, < %}, tada je
Ak < % < Aég+1. Dakle, £k < &gy i % = Yt P
Takoder, pretpostavimo da postoji K t.d. &x < &xy1 i Y i EmPm = % Tada mozemo
pronadi A > 0, t.d. & < % < &k41. Za takav A imamo:

z Az z S
m=1 m=1

Pa je takav A rjeSenje od (3:8). Primijetimo da K moZe biti 2. U tom slucaju &, je
zapravo +oo. Trazimo pozitivno rjeSenje 4 > 0.

(v) Uocimo da je tada V3, zadan pomocu:

v, akom < K,

Vy(™) = 1(A€,) = 71{45,,,3%} = {0 akom > K + 1
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Primjer 3.2.1. Promatramo N-periodni binomni model s funkcijom korisnosti U(x) = In x.
Pokazat cemo da je proces optimalne zarade jednak (g, nel{l,2,...,N}).

U'l(x) = i, pa slijedi I(x) = i Iz (3.8) slijedi E[ Z M] = Vy. Dakle, A = VLO Iz (3.9)

Tz
N
imamo Vy = - = %(1 + )N, Dakle,

AZ
Vi Vo(l + 1) 1 1 1l Vo
v || g | YAy [ L v s g, |2 L 2 Yo

Primjer 3.2.2. Nalazimo se u N-periodnom binomnom modelu s funkcijom korisnosti
Ulx) = %x”, gdje je p < 1, p # 0. PokaZimo da je optimalna zarada u trenutku N
Jjednaka:

_ Vo(1+ Nz

T A

Kako je U'(x) = xP~!, slijedi da je 1(x) = X7 Iz prethodnog primjera imamo

|z iz \l
A+ \a+py) |77
Rjesavajuci po A dobivamo:
p-1
Vo VI 1+ VP
= — = —) -
=N |
(14r) T
Konacno:
L RIS Np n Ner oyl
vy = AZ |’ _ A1 Z v _ Vo(1 + r)r1 _ Zr _ (1 + n"VyZr
(I +n (L+n7 E[ZFT] Q4+ E |z ]

Primjer 3.2.3. Lagrangeov teorem se koristi u uvodu poglavlja i zahtijeva pretpostavke
koje nismo provjeravali. Tocnije, teorem zahtijeva da gradijent uvjetne funkcije, u ovom
slucaju vektor (p1&1,- -+ , pmém), ne bude nulvektor. Tada optimalno rjesSenje rjesava La-
grangeove jednadibe koje navodimo na kraju poglavlja. U naSem slucaju taj gradijent nije
nulvektor pa su uvjeti teorema zadovoljeni, ali teorem ne garantira postojanje optimalnog
rjeSenja. MoZe se dogoditi da umjesto maksimuma pronademo minimum ili da rjesenje
uopce ne postoji. Zato cemo u ovom primjeru koristiti drugu metodu kako bismo pokazali
da slu¢ajna varijabla Vy,, dana pomoc¢u (3.9) maksimizira ocekivanu korisnost.
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Neka je Vy proizvoljna slucajna varijabla koja zadovoljava (3.7) te neka je:

vi=1(—2 7
Mela Nt

gdje je A rjeSenje jednadzbe (3.8)). Potrebno je pokazati:

EU(Vy) < EU(Vy). (3.11)

(i) Fiksirajmo y > 0 i pokaZimo da je funkcija od x zadana preko U(x) — yx maksimizi-
rana pomocu x = 1(y). Zakljucujemo:

Ux)—yx <UU®)) —yI(y), za svakixeR. (3.12)

%(U (x) —yx) = U'(x) —y. Dakle x = I(y) je kandidat za tocku ekstrema od U(x) — yx.
Zbog dd—;(U (x) —yx) = U"(x) <0 (U je konkavna), x = 1(y) je tocka maksimuma. Dakle,
Ux)—yx <UU(y) —yI(y), VYxeR

(ii) U (3.12)), varijablu x éemo zamijeniti slucajnom varijablom Vy, a 'y s

T
ocekivanje s obje strane i koriste¢i (3.7) i (3.8) zakljucujemo da vrijedi @D

AZ AZ ] AZ AZ
E[U(Vy)] - E[VN—(l . r)N] < E[U(I((l . r)N))_ -E| 5 F)NI((I . F)N)],

AZ
(1 + PN

A2 Uzmimo

E[U(Vy)] - AV 2 E[U(Vy)] - AE"

-
(H—Nr),v = E[U(Vy)] —E[VN

. [ V4 ( AZ

c3 o
(1+nr¥ (1+r)N)] = E[U(Vy)] = AVo.

Dakle, E[U(Vy)] < E[U(V)].

3.3 Konveksna konjugacija

Radi se o pojmu koji dosad nismo spominjali i koji nije presudan za razumijevanje cije-
log rada, ali dobro ga je shvatiti Sto cemo pokuSati pomoc¢u ekonomske interpretacije. Neka
je f(x) troSak proizvodnje dobra x, a y cijena jedne jedinice toga dobra. Oznac¢imo s f*(y)
optimalan profit, za danu razinu cijene y. Ukupan prihod je x - y. Kada bismo nacrtali graf
troSka proizvodnje f(x), uz pretpostavku konveksnosti, neprekidnosti i diferencijabilnosti
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, lako bismo pokazali da je optimalna vrijednost proizvodnje, uz danu razinu cijena y, dana
upravo s y — f (x) = 0, §to moZemo pronadi i samo pomo¢u grafa i ravnala. TraZimo tan-
gentu krivulje troska proizvodnje s nagibom y. U presjeku tangente s vertikalnom osi dobit
¢emo —(xy — f(x)). Pronasli smo optimalan profit koriste¢i samo ravnalo i graf funkcije, za
danu razinu cijena y. Ponavljajuci ovaj postupak za razne razine cijena dobili bismo novi
graf koji ¢e prikazivati upravo transformaciju iz naslova na zadanoj funkciji.

Definicija 3.3.1. Legendre-Fenchelova transformacija
Neka je f : R" — R U {+oo} neprekidna, diferencijabilna i konveksna funkcija. Konveksno
konjugirana funkcija f* : R" — R konveksne funkcije f dana je s:

F1) = sup (yTx = f(x) = sup (yTx = f(x)).
xeR” xeDf
Jedna od pretpostavki vezanih uz funkcije korisnosti U je bila da se radi o konkavnim
funkcijama. Kako u konveksnoj konjugaciji zahtijevamo konveksnu funkciju (koju ¢emo
oznatiti s U), definirat éemo U kao konveksno konjugiranu funkciju funkcije U. Tada
su zadovoljene sve pretpostavke iz definicije te otklonjene nejasnoce koje mogu nastati u
idu¢em poglavlju.
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3.4 Lagrangeov teorem

Jo$ nam je ostalo uvesti teorem koji ¢e nam pomodi pri trazenju ekstrema funkcija
korisnosti. Navodimo ga bez dokaza koji se moze naci u [[11, Teorem B].

Teorem 3.4.1. Lagrangeov teorem

Neka je Q C R" otvoren skup i f,g; : Q — R" funkcije klase C', i € {1,2,...,n}, m < n.
Dodatno, neka je {Vg(P),Vgy(P),...,Vg.(P)} linearno nezavisan skup, VP € S, S =
{(PeQ:g(P)=0,Viel{l,2,...,m}}. Ako je Py tocka lokalnog ekstrema za funkciju f
onda postoje A; € R, i €{1,2,...,n} takvi da vrijedi Vf(Py) = >, 4;Vgi(Po).

S’
Tada moZemo definirati Lagrangeovu funkciju:
Lxy, xo, . X0, D) = fX1, X0, 000, 2%) — Z Aigi(X1, X2, + o oy Xp).
i=1

Derivirajuéi £ po svim varijablama dobivamo nuzZne uvjete:

0if(Py) = A0;8(Py), Yie{l,2,...,n}.
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Poglavlje 4

Vrijednost slabe informacije

4.1 Slaba informacija

Kada znamo distribuciju cijena S y kaZemo da znamo slabu informaciju i oznac¢avamo
Jusv.

Neka trziSte ne dopusta arbitraZzu i neka je M neprazan skup ekvivalentnih vjerojat-
nosnih mjera, odnosno mjera obzirom na koje su diskontirane cijene dionice martingali.
U potpunom trzistu M je jednoclan, M = {P} gdje je P jedinstvena vjerojatnosna mjera
za koju su diskontirane cijene dionice martingali. Pomocu P"° oznaavamo skup samo-
financirajuéih portfelja, uz danu pocetnu imovinu V. ‘A je konacan skup mogucih ci-
jena dionice u trenutku N. Uo¢avamo |A| < |QIV. Q oznatava skup svih moguéih cijena
kroz N perioda. Ocekivanje uz vjerojatnost P ¢emo oznacavati s E, a u slu¢aju da imamo
ocekivanje uz neku drugu vjerojatnost to ¢emo posebno naglasiti.

Definicija 4.1.1. Neka je P € M je ekvivalentna martingalna mjera. Vjerojatnosnu mjeru
P” definiranu pomocu:

P'({wh) = ) P(}Sy = x) v (Sy = x),

xeA

zovemo minimalna vjerojatnosna mjera generirana slabom informacijom v.

ZakljuCujemo da je P najmanja (u smislu idue propozicije) u skupu vjerojatnosnih
mjera Q ekvivalentnih P takvih da Q(Sy = x) = v(Sy = x), V x € A. Takav skup
oznaCavamo s &".

Propozicija 4.1.2. Neka je ¢ konveksna funkcija. Tada vrijedi:

we=|e(2) =[]
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gdje % oznacava Radon-Nikodymovu derivaciju od Q u odnosu na P.

Dokaz. Neka su x € A1Q € & zadani. Slijedi:

dQ | _v(Sy=x)
E[E‘SN - x] T PGSy =2

Jer je ¢ konveksna funkcija, iz uvjetne Jensenove nejednakosti slijedi:

v(ISy=x)\ _ dQ _ @ i
(5= - o[e[ o - == o (&l

Definiramo h(x) = ¢ (%) . Racunanjem ocekivanja s obje strane dobivamo:

- <eh( )]

4.2 Vrijednost slabe informacije

Definicija 4.2.1. Financijska vrijednost slabe informacije je najmanja ocekivana koris-
nost koja se moZe ostvariti koristenjem dane slabe informacije. Pisemo:

= mi E® i
u(Vo,v) 53813?3353 UV,

gdje je U dana funkcija korisnosti.

Napomena 4.2.2. U je strogo padajuca i konveksna te za funkciju:

0() = max[U(x) - xy] = UUG)) = yI()

vrijedi:
U'(y) = -1(y).
Teorem 4.2.3. Financijska vrijednost slabe informacije u potpunom modelu trZista dana
je s:
AVy) dP
Vo,v) = max B'[U(V)] =B U1 — 1. 4.1
u(Vo,v) max R%Q%9) [ ( ((1+r)NdP" (4.1)
gdje je A(Vy) odredena s:
1 AVy) dP
I = V. 4.2
A+ ((1+r)NdP" 0 *2)
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Dodatno, vrijednost optimalnog portfelja u trenutku n, V,, dana je pomocu:

o1 Zl( A(o) dP(w))P(wlS,,), nefo,1,...,N}.

(1+ )V (1 + 1)V dp”

Optimalan broj i—te linearno nezavisne imovine za kupnju je:

M
8= > (D) Vi), nel0l,...,N-1},
j=1

gdje je:
>S,11+1(0)1) Sr2;+1(w1) . S,’:’i](wl)"
Sf11+1(w2) Siﬂ(wz) e S%l(wg)
D, =
S,lH.l(wM) S,i.](wM) s e S%.](wM),

i predstavlja matricu M = |Q| linearno nezavisnih cijena imovine u trenutku n + 1.
Dokaz. Potrebno je drugacije zapisati max E°[U (V;\”,)]. Da bismo to napravili, trebamo
Yev'o

konveksno konjugirati U, §to oznaavamo s U. Iz Napomene 4.22. slijedi daje U = —I.
Maksimiziranje izraza E¢[U (V;\”,)] po ¢ € PY0 ekvivalentno je maksimizaciji
dP Vy
dQ (1 + )N

EQ[U(Vy))] po slu€ajnoj varijabli Vyy > 0 tako da vrijedi EY [

To ¢emo napraviti pomocu sljedece Lagrangeove funkcije :

dP  Vy
dQ (1 +r)WN
Sto se moze drugadije zapisati koriste¢i 3.3) i U = —I:

_po A_dp ] e ] ey
HO=E [U(I((1+r)NdQ e P e e

fz%”(l( 1jr>NZ<g))]

L) =EUUVY] + 2

VO—EQ[

] 4.3)

+ A4

=AVy+E

B 1 7 A dpP
A1+rV \A+nrN dQ)

A 1 dP
=AVo+E T ( ( ( 1+r)NdQ)) (1+r)NI((1 +r)N@))]
Definicija3.3 1.

B (1+r)NdQ
do . ( 2
_/1V0+E U((1+r)NdQ)]
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Nadalje, jer Vrijed max EQ[U (V%)] = min L(A1):
yero >0

[dQ - A dP\]|
sy

oy =gipmip |+ Bl @ U ae v ag|
L (dQ ~( A dP\]]

_I}ll:(?&lgg AVO_HE_d_PU (1 + r)V dQ |

. . _[dQ - A1 dP\]]
=mip|Vormn = pU\ar v ag)||

Zbog konveksnosti od U zakljuujemo da je preslikavanje z — zU (ﬁ) konveksn pa
se minimum poprima za P”. Po Propoziciji 4.1.2 slijedi:

dP’ (A dP
dP -\ +rVap ||

Derivirajuéi gornji izraz koji minimiziramo po A uz izjednacavanje s 0 dobivamo:

L (AW de
1+ \A+rVap )|’

/1V0+E

u(Vy,v) = min
(0,) >0

Vo =

gdje je 1*(Vy) kandidat za minimum funkcije (4.3)). Sada slijedi:

| AP [ (Vo) dP
u(Vo,v) = A*(Vo)Vo + E dPU((lir(’))Nﬁ)}
. (dP ([ AWVo) dBY)_ X(Vo) dB [ X(Ve) dP
=vVVo+E|\ o5 (U(I((l Y cﬂP)) d+ Y dPVI((l Y cﬂP’))]
e (AP [ X(Vo) dP * 1 (Vo) dP
=VVVo+E|\op U(I(a Y de))] -4 (VO)E[(l T r)NI((l Y de)]

(A Vo) dP
= |l )

Time je dokazan prvi dio teorema. Slucajni proces optimalne diskontirane zarade {(IK—’;)” Yo<n<n
je P-martingal. Zbog toga je:

. 1 . _ 1 AVo)  dP
V, = WE[VNB”] = —(1 v Zl((l Y cﬂPV(w)) P(wlS ).

WeQ

'U prvom slu¢aju smo maksimizirali po funkciji korisnosti U, a u drugom slu¢aju minimiziramo po
njenoj konveksno-konjugiranoj vrijednosti U.

. ZZ?) drugu derivaciju vrijedi: ﬁﬁ"(m) > 0, jer je U konveksna funkcijai A > 0, (1 +r)V >
1) Z > .
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Vn €{0,1,...,N}. Zarada je odredena prethodnim periodom u portfelju te trenutnim cije-
nama. Daklef}
Vel = Dn+1¢na = D,;l.lvn+1 = ¢n

O

Napomena 4.2.4. Matrica cijena imovine u kompletnom trZistu ima rang M, sto znaci da
moZemo izabrati M linearno nezavisnih imovina u koje ¢emo investirati. Uoc¢imo, optima-
lan broj imovine je jedinstven ako i samo ako je M = d.

Definicija 4.2.5. Dodana vrijednost slabe informacije je dodatna korisnost ostvarena
ukljucivanjem rizicne imovine u investiciju, umjesto ulaganjem samo u nerizicnu imovinu.
Pisemo:

F(Vo,v) = u(Vo,v) = U(Vo(1 + r)V).

Definicija 4.2.6. Dodatno definiramo omjer dodane vrijednosti i ukupne vrijednosti kao:

F(Vo,v) _, _ UVo(l+1)")
u(Vo,v) u(Vo, v)

ﬂ-(VO’ V) =

4.3 Primjeri funkcija korisnosti

Jednoperiodni binomni model

Za pocetak ¢emo se ograni€iti na jednoperiodni model 1 kao u uvodu, imat ¢emo bez-
rizicnu imovinu s povratom (1 + r), 1 rizi€nu, Ciji povrat ovisi o kretanju cijene dionice.
Ako cijena poraste, vrijednost je So(1 + b), dok je u slucaju pada ona S (1 + a). Arbitraza
je 1 dalje nepozeljna pa zahtijevamo a < r < b. Oznacimo broj dionica s ¢ i v = (v, vl).lz_f]
Uz pomo¢ Teorema 4.2.3. dobivamo sljedece primjere.

Primjer 4.3.1. Log korisnost

Kada gledamo pojedine funkcije korisnosti, krecemo od maksimizacije E[U(Vy)] u odnosu
na ¢. To nam omogucuje rjesavanje jednadZbe po optimalnom broju dionica uz maksimi-
zaciju zarade, iz Cega je ¢ u jednoperiodnom modelu jednako:

~ Vol + r(vo(b—r)+vi(a—r))
Po = —So(b—r)a—r) '

Da bismo to pokazali promotrimo:

E[U(VW)] = Elln (¢S, + (Vo — ¢So) (1 + )]
=voln(@Sob—r)+ Vo(1 +71) +viIn(dSo(a—r)+ Vo(1 +71))

3Sluéajni vektor V,, interpretiramo kao (V.1 1(w1), ..., Vas1(wp))™ € RM. Analogno za ¢,,.
4S5 | moZe poprimiti ukupno dvije razlicite vrijednosti.
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Deriviramo po ¢ i izjednacimo s nulom kako bismo dobili optimalan broj dionica:

voSo(b—r) B viSola—r)
BoSob—r) +Vo(L+7r)  ¢oSola—r)+ Vo(l +7)
$oSob =)+ Vo(L+71)  doSola—r)+ Vo(l+7)
voSo (b = 1) T wiSoa-n
A Sob-7) So(a—r)]_ [V0(1+r) Vo(1+7)

+ +
WeSob—1)  viSo(a—r) wSob—r)  wiSola—r)

1 1
—_ + —_
Yo Vi

= Vol +7r)

o

1 1
voSo(b—r)viSo(a—r)

Primijetimo da smo mogli gledati reciprocnu vrijednost razlomaka jer nazivnik nikada nije
jednak nuli. Takoder, podsjetimo se da vrijedi: vy + v, = 1. Sada é¢emo izluciti ¢y :

~  =voriVo(l +1)|vo b-r)+vi(a- r)]
0= So vovi(b—r)(a—r)
=W+ B 3

= Sea—nG-7 [vo(b r)+vi(a r)]

_ VoI +1r)(vo(b—r) +vi(a—r))
- —Sob—r)a-r)

Primjer 4.3.2. Power korisnost
Isti racun provodimo za power korisnost:

4o = (006 =TT = Orla= )T+ Ve
(vila = )TSo(a— 1) = (vo(b = N)FTSo(b 1)

Kako je:
ELUVA)) = B[ (@81 + (Vo= 50) (1 + )Y |
: %[Vo (8So(b =)+ Vo1 + 1) + v (8So(a=1) + Vo(l + r))y],
deriviranjem izraza po ¢ te izjednacavanjem s nulom dobivamo

1 A - 1 A -
S 1o(dSolb =0+ Vil 40 'Sob-1) = =7 (BoSata=r)+ Vo1 + ) 'So@—1)
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Slijedi:
(oSob =+ Vo1 + 1) (BoSola—r) + Vol +1)"

viSo(a—r) B voSo (b —r)
GoSob—1)+ Vo(L+71) _ oSola—r)+ Vo(1+7)
vi (@) (vo (b — )7
AO[ So(b—r)l B SO(a_r),]=Vo(l+r) 1 __ 1 1]
vi(@a=r)r  (vo(b—r))rT o (b=1)r T (vi(a—r)T

_[wua—mwi—wub—ﬂwi]
(vovi (@=r) (b= )71

Uz malo sredivanja dobivamo:

- «wwimw“—o«a—mﬁuafmw) |
(vila=r)71Sola—r) — (vob —r)71So(b —r)
Primjer 4.3.3. Eksponencijalna korisnost
I na kraju za eksponencijalnu korisnost:
~ _In(vo(b—r))—In(-vi(a—r))
b0 = So(b - a) '

Promotrimo

E[U(Vy)] = E[ _ A0S 1+(V0—¢50)(1+r))]

e—/l(¢S0(b—r)+Vo(l+r)) _ e—/l(zﬁSo(a—r)+Vo( 1+r))

= =Yy V1
Deriviramo li izraz po ¢ i izjednacimo s nulom dobivamo:
- (b _ r) (_/ISO) e—/l(é‘)()So(b—r)+Vo(1+r)) =y (Cl _ 7") (_/lS 0) e—/l(é()S()(a—r)+V0(1+r))

vo (b — 1) e~ AboSob=r) _ v, (a—7r) e~ AboSola-r)
Uzimajuci logaritam s obje strane jednakosti dobivamo:
In(vo (b= 1)) = A¢oS o (b = r) = In(=vo (a = r)) = AgoS¢ (@ — 1)
do[ASo(@a—r) = ASo(b-1r) | =In(=vi(@a=r)—In(-vo (b -7r)
Konacno, slijedi

~  In(wo(b—r))—In(-vi(a—r))

So((b=r)=(a=r)
_In(e(b = 1) = In(~vi(a 1))
- Solb—a)

33



N-periodni binomni model

U binomnom modelu sve se moze eksplicitno izracunati. Sljedeéi teorem daje formulu
za prijelazne vjerojatnosti minimalne vjerojatnosti P*. Dobivena je koriStenjem formule
za uvjetnu vjerojatnost uz malo kombinatornog raCuna. Primijetimo daje S = (S, : n €
{0, 1, ..., N}) P"— Markovljev lanac te koristimo oznaku v = (vy, ..., vy) za distribuciju od

il

Teorem 4.3.4. Nekajele{l,..., N—1}iie{0,...,N —1}. Tada vrijedi:

P’ Sy =1 +b)Sy 1Sy =0 +bN (1 +a)sy)

2(l_jl)(N—i—j)...(N—i—(l—1))(i+1)(i+2)...(i+j)v,-+j

Jj=0
l

(;)(N—i—j)...(N—i—(l—1))(i+1)(i+2)...(i+j)v,-+j

j=0

te:

P'(Sn-ie1 = (1 + @Sy 1Sy = (1 +6Y7(1 + a)'S )
-1
Zo(l_jl)(N—i—j)...(N—i— A=D)i+ 1) i+ j+ Dvig
— ]:
l .
3 (j,)(N—i—j)...(N—i—(l— D)+ DG +2)...(+ j)vi;

J=0

Dokaz. Dokaz provodimo samo za prvi slucaj, drugi se provodi analogno.

P (Sn-is1 = (L + DSy ISy = L+ BV (1 + a)'So)
_PUASn = +B)Syf NSy = + b)Y (1 + a)'S o))
P'(Sn_; = (1 + b)N-i(1 + a)iS )
PSSy = A+ +a)'Sy)
PSSy = (1 + bV + a)iSy)

S (N =i= ). N =i= (= D)+ DG +2). G+ )i,

J=0

T
§(ﬁ-)(N—i—j)...(N—i—(l—1))(i+1)(i+2)...(i+j)v,.+j

j=0
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Slika 4.1: P” za 3-periodni binomni model

Primjer 4.3.5. Logaritamska korisnost
Daljnjim promatranjem logaritamske funkcije korisnosti moZemo naci financijsku vrijed-
nost slabe informacije. Najprije koristenjem (4.2)) odredimo A:

I

A +nN "\ + )V dp

_E 1 .((1 +r)V . dIPV)]

(1+rVN A dP
:>/l:i
Vo

3S v sada moZe poprimiti N + 1 razli¢itu vrijednost.



Uvrstavanjem A u jednadZbu (@.2)) dobivamo:

, A dP
u(Vo,) = B [U(I((l o ﬁ))]

[(1 + )V dPV]
In

L g
1 dP¥
n .
dP
Dodana vrijednost log korisnosti je:

Vo
v de
F(Vy,v) =E [ln( P )] ,

=F

= 1n(v0(1 + r)N) + B

a omjer dodane vrijednosti i ukupne vrijednosti je:

E”[in (%))
In(Vo(1 +r)V) + B In(£)|

ﬂ(VO, V) =

Definicija 4.3.6. Relativna entropija od p u odnosu na q je mjera razlicitosti vjerojatnosne
mjere p u odnosu na referentnu mjeru q. Poznata je pod nazivom Kullback-Leiblerova
razlika dviju vjerojatnosnih mjera i definirana je s:

p(x) p
KL(p,q) = (x) - ln(—) =FE? lln (—)]
P Zx:p q(x) q
Napomena 4.3.7. Buduci da se nalazimo u trenutku N, moZemo pisati:

d
F(Vo,v) = E [m (dP:N )] ,

Sto je relativna entropija od v u odnosu na Py .

Primijetimo, F(Vy,v) je funkcija parametra v pa za bilo koji fiksan v vrijedi da je
F(Vy,v) konstanta. Nadalje, m(Vj,v) je padajuca funkcija od V|, za svaki fiksan v. Re-
zultat toga je da Sto je pojedinac bogatiji, ostvaruje sve manje koristi.

Primjer 4.3.8. Promotrit cemo jos jednom i power korisnost. Takoder naprije izrazimo A
pomocéu @.2)) ¢ime dobivamo:
V 1 Ny 7_1
+r)r!
. [ o(L+7) ] |

B[]
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Uvrstavamo A u jednadzbu @.1)):

A dP
i =2 o {5 )|
N '}’—1 Y
A1 Vol + r)t 1 dP 77
=E"| - 1 ’ N pv
y E[%ﬂ] (1+rN dP

AL
)

Dodana vrijednost korisnosti je:

V(1 + )V dP\7T| VI + )M
SRR (R (V4 WL
e\ Y dp Y
(=])7)
Omjerlﬂje:
1
ﬂ'(V(),V) =1-

=) e[)])

Za power korisnost, imamo suprotnu relaciju za fiksan v. Omjer ostaje konstantan i
dodana vrijednost je rastuca fukcija pocetne zarade.

Primjer 4.3.9. Za kraj pogledajmo ponovno i eksponencijalnu korisnost te dokazimo da je

N L .
Voatlen'= 2 (g n((}) 25

E” [—e‘“VN] =e .

Pocinjemo s A:

1 A1 dp
Flae o 'I((l T r)Nﬁ)] =Y

uvrstavamo 1:

1 -1 A dp
A+ @ n(a(l TV de)] Yo

®Kao u Napomeni 4.3.7., buduéi da se nalazimo u trenutku N, imamo relativnu entropiju od v u odnosu

naPs, :
dv
F(Vy,v) =E”|1 .
Vov) [n(dPSN)}
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vo =25%

—
¢, = 146.4281
— ~
¢, =76.48093 vi =25%
— ~— —
do = 12.21095 ¢, = 8.141736
~ — ~
#, = —50.58155 vy = 25%
~ —
¢, = —107.9549
~
vz =25%
n=0 n=1 n=2 n=3

Slika 4.2: Log korisnost uz Vy = 200, Sy = 20,7 = 0.032,a = -0.019 i b = 0.09.

Vo = 25%
—
¢, = 1198.038
— ~
¢1 = 445.6094 vi =25%
— ~ —
¢o = 155.1425 ¢, = 60..08356
~ — ~
¢ =5.909925 vy =25%
~ —
¢, = —22.47464
~
V3 = 25%
n=0 n=1 n=2 n=3

Slika 4.3: Power korisnost uz y = %, Vo =200,5¢ =20, =0.032,a = -0.019 i b = 0.09.

Rjesavanjem po A dobivamo:

A=a(l + r)Ne—Voa(l+r)N—]E"[%ln(%)].

Uvrstimo 1'i A u formulu za vrijednost slabe informacije ¢ime dobivamo:
A dP
Vo, ) =EB"|U|I| ——— - —
win = o1 )|
- R [_e_‘lal ln(a(ljrﬂv ﬁv)]

~Voa(1+r)V —%O (M)pV g In ((’,.V) —”";"i )
f=
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a’S

ab$

acS

b*S

acS

/ “
So=S bS
cS

bcS

AN

n=0 n=1 n=2

Slika 4.4: Vrijednost b*S ne mora nuZzno biti iznad ili ispod acS jer ovisi o izboru a, b i c.

4.4 Trinomni model u nepotpunom trzistu

Za opCeniti trinomni model s N perioda na prostoru Q = {w;,w,,ws}", pri ¢emu
S w1, wy, w3 oznacavamo donji, srednji 1 gornji “put”. Oznalimo s i broj pojavljivanja
gornjeg puta s isplatom a , a j broj pojavljivanja srednjeg puta s isplatom b. Tada i €
{0,1,...,N}1j € {0,1,....,N — i}. Za svaku pojedinacnu krajnju tocku takvu da je cijena
dionice porasla i puta imamo N —i + 1 mogucih izbora za j. Jer je svaka krajnja vrijednost
jedinstveno odredena varijablama i i j,uz i, j € {0, 1,..., N}, i + j < N, broj donjih puteva
s isplatom c je N — i — j, a ukupan broj mogucih razlicitih krajnjih vrijednosti je:

N+1

k- (N + D(N +2)
k=1

2

Vazno je primijetiti razliku izmedu binomnog modela u nepotpunom trziStu i trinomnog
modela potpunog trzista. Za pocetak, M sadrZi viSe od jednog elementa. Tocnije:

M= {P cPwiPa - o) + P —c) =1 +r—c, P{ws}) = 1 = P({wi}) - P({wz})},
Vie{l, 2,3}, 0 <P(w}) < 1.
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Primjer 4.4.1. PokaZimo da je M stvarno gornjeg oblika. Vrijednost V portfelja u tre-
nutku 1 je:

Vi = PQwiDS (1) + P{w2)S 1(w2) + P({w2))S 1(w2)

Jer vrijedi Vy = ﬁVl, a vrijednost portfelja u trenutku t = 0 smo definirali kao S o i vrijedi
Silw)=80-a,S1(wy) =S¢ -bteS (w3) =S c, moemo racunati:

1

= T [PU@iDS @) + P2 1wn) + BwnD)S 1(wn)

-+
~

= [BwiDSo-a+ BlwSo - b+ B(waDSo - ]

1+7r=PHw})-a+PHw)) b+ (1 -P(w}) -Plw2}) - ¢
L+r-—c=P({w}) - a+P({w)) b-c-(PHwr}) +P(w))
l+r—c=P(Hw}) - (@a-c)+P{w})-(b-0)

~

Sto je i trebalo pokazati.
Imajuci na umu da nemamo jedinstvenu martingalnu mjeru P, ne moZemo pronaci re-
plicirajuci portfelj pa ne moZemo koristiti martingalnu metodu na nacin na koji smo naucili.
Ipak, postoji nacin kako se snaci u slucaju nepostojanja jedinstvene martingalne mjere P.
4.5 Optimiziranje korisnosti
Neka je:
M, = {Pn : P, ekvivalentna martingalna mjera na({wl, Wy, w3}, Pwq, wy, w3})) u n-tom trenutku}.

Jer gledamo martingalnu mjeru P,, vrijeme (i put u stablu) koje odaberemo ne utjecu na
P,. Neka je P,y neka druga vjerojatnosna mjera takva daza b < 1 + r vrijedi:

S50 w=w,
Pio(w) = {ELD 0 = w,,
0, W = w3
Zab>1+r:
0, w = Wi,
Puo(w) = { B2 0 = w,
St w=ws
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Neka je sada P, ;(w) vjerojatnosna mjera takva da:

(1+r)—c

a—c ’ w = wy,

Pypi(w) =40, w = wy,
a—(1+r) _

Tazc w = Ws3.

Primijetimo da P, o, P, ¢ M,. Ipak, VP, € M,, P, je konveksna kombinacija:
Z‘nPn,O + (1 - tn)Pn,l

odP,oiP,;,uzt, € (0,1), Yan. Primijetimo, ¢, moZe ovisiti o n, ali i o prijasnjim trenucima.
Neka je w € Q:

N-1
P(w) = | [P+ (1 = 1)Pi).
i=0
Za N = 2 slijedi:
P(w) = 115PooP1o + (1 = 11)0P01P1o + 11(1 — 12)Po P11 + (1 — 11)(1 — 12)Po i Py 1.
Definiramo sljedece:
P! :=PooPro, P?:=Pg Py, P’ :=PooPi;, P*:=Py,P,. (4.4)

Nastavljamo promatrati N-periodni model uz definirane uvjete. P je konveksna kombi-
nacijaod P/, ¥j € {1,2,...,2"}. .
Radon-Nikodymova derivacija s obzirom na slabu informaciju v je definirana kao: %(w)
za j € {1,2,...,2"}. Jer je P konveksna kombinacija od P/ za j € {1, 2, ..., 2"}, vrijedi:

VN P/ VN
— " _ -V, VP = E
(I+rN ~7° (1+r)V

=V, Yje{l,2,..2").

Sada ¢emo iskoristiti Teorem 4.2.3. kako bismo izracunali vrijednost optimalnog portfelja
Vy. Koristeéi (@.1)) dobivamo da za vrijednost optimalnog portfelja vrijedi:

oo ap, (&4 ap
Vn(w) = 1( T ,»)NE(‘*’)) = 1(; T ME(@),

Koristec¢i (4.2)) dobivamo da A; zadovoljavaju:

N
S T - P YA N N
Vo=E EI[; ] Vie(l,2,...2M.

(1+r)V 1+ dv
Takoder vrijedi da je 4; jedinstven za svaki j, jer je U(x) konkavna funkcija.
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Primjer 4.5.1. Log korisnost
Kod optimiziranja vrijednosti Vy koristimo I od zadane funkcije korisnosti:

N (1 +r)VN
J=1 70T v(w)

gdje A; zadovoljava:

hmz]_F

ZN—] Vie(l,2,..,2").
Zj:l ﬂjPJ(w)

Primjer 4.5.2. Power korisnost
Provodimo sli¢an rac¢un i za power korisnost:

oN , L
5o 4 Plw)\!
va)—(; T V(w)) :

gdje A; zadovoljavaju:

1 dP i A AP\
(1+r)N dv = (1+r)N dv

Primjer 4.5.3. Eksponencijalna korisnost
1 jos jednom isti racun za eksponencijalnu korisnost:

Vo =FE’

], Vie{l,2,..,2").

2N

N 1 -1 dPp’
VN((,U) = —a In (m Zl A]E(CU)),

J=

gdje A; zadovoljavaju:

1 dP 1 & dP
Vo=B|l-————— " tn[——— S 4,5, vie(1,2,..2")
° (1 +r)Va dv n((lw)M; Jdv)] rel }

4.6 Pronalazak optimalnog portfelja
U trziStima koja nisu potpuna ne mozemo uvijek pronaci replicirajuci portfelj pa zbog
toga moramo naci neki drugi nacin. Podsjetimo se,

Vy
(1+rV

Vy
E—2N
(1+r)VN

=Vy, YPeM < E” =V, Yje{l,2,..2"}.
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Imajuéi ovaj uvjet u vidu, ako je E¥ (1‘:1:)N = Vo, Vj € {1,2,..,2"}, moZemo replicirati

V,, pomoéu samofinancirajuéeg portfelja. Tada moZemo pronaéi optimalnu strategiju ¢ =
(fn, n€f{l,2,--- N -1}

Vn+1(wi) - Vn+l(wj)
Sn+1(wi) - Sn+l(wj)

czaije{l,2,3), i#j, ne{01,..N-1}.

|

Gledamo potpuno trziste u diskretnom vremenu i, kao i ranije, pomocu ¥"* ozna¢avamo
skup samofinancirajucih portfelja uz pocetnu vrijednost Vj.

O =

Fiksirajmo P € M, tada moZemo pronaci:

2 .
. A dP
V= (1+r)Nn' [ {Z (1+r)NE] S

1 dalje rjeSavati u terminima portfelja, ¢.

Teorem 4.6.1. Diskontirana vrijednost portfelja je Q-martingal, za sve Q € &".

Dokaz. Neka je ¥V skup samofinancirajuéih portfelja uz pocetnu vrijednost V; i neka je
V.1 diskontirana vrijednost portfelja u trenutku n + 1. Tada vrijedi:

B Vo] = B2 ¢neiS ]| = 6un B[S0 | = 60S, = Vs

Primjer 4.6.2. Sada Zelimo pronaci financijsku vrijednost slabe informacije
u(Vo,v) = n}/azlx EV[ In (VZ) ]

pomocu postupka iz Teorema 4.2.3. Promotrimo trinomni model s parametrima r = 0,a =
1,b=0,c = —% iv=(,v,Vv3) = (é ;,%

Radon-Nikodymova derivacija s obzirom na slabu informaciju v je definirana kao: %(w)
za j € {1,2,3,4}). Jer je P konveksna kombinacija od P’/ za j € {1,2, 3,4}, vrijedi:

1% ;v
E—X~ =V, VP e E'——2%
(1 + )N (1 +r)V

=V, Vje{l,2,3,4}.

Sada ¢emo iskoristiti Teorem 4.2.3. kako bismo izracunali vrijednost optimalnog portfelja
V. Koristec¢i @1)) dobivamo da za vrijednost optimalnog portfelja vrijedi:

A A
In(w) =1 ((1+ i ) (Z(H )N—( )]
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Koristeci (@.2) dobivamo da A; zadovoljavaju:

1 dP (& A dPi
Vo=E’ iy 1 vie{1,2.3.4),
= E AN ay [; 1+ )V dv) Pet }

Takoder vrijedi da je A; jedinstven za svaki j, jer je U(x) konkavna funkcija.
Neka je Q = {wy, ..., wo} uz:

\Cbzwg
CC = Wy
n=0 n=1 n=2

Vrijedi v(w;) = é, iefl,.. 9.

Cilj je, dakle, pronaci maxy, B'(In(V,)) uz E¥’ (IKII\’])N = Vy, gdje je P/ ekvivalentna martin-
galna mjera iz @4). Odredimo P/, j € {1, ...,4} (uz pretpostavku b < 1 +r = 1)

Plw) =0, zai#5 te P(ws) = 1;

P2 (w;) =0zai+# 2,8 te P(wy) = % i P2 (wg) = %;

P(w)=0zai#4,6te Pwy) =3 iP(we) = 5

Plw)=0zai#1,3,7,9 te P(w)) = 5, PHw3) = 3,PHwy) = 3 i PHwo) = 3.

Slicno kao u Primjeru 4.5.1. znamo da je vrijednost optimalnog portfelja jednaka:

g (0?1

N= Ty o i
LA X AT
Jj=1 Jj=1

b

gdje A; zadovoljavaju jednadzbe:

i 9 i
VO:EV[ ? ]=Zv(wk)M-

4
Z /1ij k=1 Z ﬂij(wk)
j=1 =1




Kratkim rac¢unom dobivamo:

V():é/l—l1
V0:$722
Vo_$%
vo_g%

y ogia_ (1 2 2 4 )
Iz Cega slijedi A = (57, 5y-» 5y0 5y;) 1€

. 1
Vinlwd) = 150 7 P L2 Py | 4 P
Vo v(wi) IVo v(wi) Vo v(wr) Vo vwi)
Pl (wy) + 2P2(wy) + 2P3(wy) + 4PH(wy)”
Racunamo:
1 9
E’[In(Vy)] = In(Vy) — 5 Z In[P' (wy) + 2P*(wy) + 2P (wy) + 4P (wy)]
k=1
1({ 4 2 8 2 4 8 4 16
= In(Vp) — 5 (ln(§) + 1n(§) + ln(§) + 1n(§) +1In(1) + 1n(§) + ln(§) + 1n(§) + 1n(3)

= In(Vy) — é (181In(2) — 121n(3))

=In(Vp) = 21In(2) + % In(3)

33
= In(—Vj).
n(4V0)

Dakle, pronasli smo financijsku vrijednost slabe informacije u trenutku 2.:
4

u(Vo,v) = mvazleV[ln(Vz)] = 1n(%3vo).
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Sazetak

U ovome radu proucavali smo diskretni model financijskog trziSta. Krenuli smo od
pretpostavke da investitor Zeli maksimizirati o¢ekivanu korisnost koju ostvaruje ulaganjem
u svoj portfelj. Takoder smo pretpostavili da investitor zna distribuciju cijene imovine
u kona¢nom trenutku i tu informaciju smo nazvali slaba informacija. Odgovorili smo
na glavno pitanje rada, a to je koja je financijska vrijednost slabe informacije. Nije nas
zanimala sama novcana vrijednost koju investitor moze ostvariti, ve¢ smo htjeli uzeti u
obzir i sklonost riziku pojedinog investitora. To smo napravili preko funkcija korisnosti te
smo dali 1 nacine kako ih maksimizirati. Rezultate smo primijenili na nekoliko razli¢itih
funkcija korisnosti.



Summary

In this thesis, we studied a discrete model of the financial market, assuming that an
investor is interested in maximizing his expected utility by investing in his portfolio and
that the investor knows the distribution of the price of the property, which is referred to as
weak information. We answered the main question of this thesis, what is the financial value
of poor information. It was done by looking not only at the monetary value that an investor
can achieve, but also taking into account the risk awareness of an individual investor. This
was achieved through utility functions and ways to maximize them were given. We applied
the results to several different utility functions.
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